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論 文

任意分布だ円形介在物の干渉効果の解析法†
野 田 尚 昭 ＊ 松 尾 忠 利 ＊＊ 福 田 賢 新 ＊＊＊

Analysis of Interaction among Arbitrarily Distributed 

Elliptical Inclusions

by

Nao-Aki NODA*, Tadatoshi MATSUO** and Yoshichika FUKUDA***

This paper deals with the numerical solutions of singular integral equations of the body force method in 
an interaction problem of arbitrarily distributed elliptical inclusions under general loading conditions. The 

problem is formulated as a system of singular integral equations with Cauchy-type or logarithmic-type sin-
gularities, where the densities of body forces distributed in the x- and y-directions of infinite plates having 
the same elastic constants as those of the matrix and the inclutions are unknown functions. In order to satis-
fy the boundary conditions along the inclusions, eight kinds of fundamental density functions proposed in 
our previous paper are used. Then the body force densities are approximated by a linear combination of the 
fundamental density functions and polynomials. The calculations are carried out for several arrangement of 
the inclusions, and it is found that the present method yields rapidly conversing numerical results for arbi-
trarily distributed elliptical inclusions. The numerical results of weight functions and stress distributions 
along the boundaries are shown in figures to demonstrate. the present solution.
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1 緒 言

介在物の応力集中に関する研究はこれまでにもい くつ

か行われているが1)～4),介在物の個数が複数個の場合の研究

は少なく,特 にだ円形介在物が任意に分布する場合の解

析は見当たらないようである.介 在物の個数が複数個の

場合には,そ の干渉効果により最大応力の発生位置と大

きさは,介 在物の形状,位 置および母材と介在物の弾性

比により微妙に変化する.そ のため,正 確な解析には母

材 と介在物の境界上のなめらかな応力分布を求める必要

がある.

著者 らはこれまでに,体 積力法の特異積分方程式を厳

密に解析する方法を用いて,対 称性 または逆対称のある

引張応力場およびせん断応力場における2だ 円形介在物

の干渉問題の解析を行った5)～8).本研究では,よ り一般的な

問題である任意に分布するだ円形介在物の干渉問題の数

値解析法を考察する.そ して介在物の形状,介 在物間の

距離を変化 させたときの,母 材 と介在物の境界に沿った

応力分布を図に示 し,解 析法の有効性を検証する.

2 解 析 方 法

本解析法をFig. 1に 示す ような,無 限板中のm個 だ

円形介在物(xi=a1cosθi,yi=bisinθi,i=1～m)の 干渉

問題 を例にとって説明する.こ こで,無 限板はx方 向

に σ∞x,y方向に σ∞yを受けるもの とする.こ の問題は重

ね合せの原理に基づ く体積力法の考え方により,無 限板

中の1点(ξk,ηk)(k=1～m)に 集中力が作用するときの

任 意 の 点(xi,yi)(i=1～m)の 応 力 場 と変 位 場 の解 を用

い て解 くこ とが で き る.こ こ で,xi,yiはi番 目の だ 円

形 介 在 物 の表 わす 座 標(Fig. 1)で あ る.ま た φkは着 力

点 を表 わ す 角 度(ξk=akcosφk,ηk=bksinφk)で 注 目点 を

表 わ す 角 度 θi(xi=aicosθi,yi=bisinθi)と 区 別 して 用

い る.こ の と き問題 は母 材(EM,νM)お よ び介 在 物(EI,νI)

と同 じ弾 性 定 数 を もつ 無 限板(無 限 板Mと 無 限板I)

中 の 仮 想 境 界 上 に 分 布 さ せ たxk,yk方 向 の 体 積 力 密 度

ρk*xM,ρk*yMおよ び ρk*xI,ρk*yIを未 知 関数 とす る 特 異 積 分 方 程

式(1),(2)で 表 現 さ れ る[こ れ ら は境 界 に沿 った長 さ当 り

の密 度 で あ る(式(3))].

無 限板Mの だ 円孔 とな る仮 想 境 界 に 生 じ る応 力 と変

位 を σnM,τntM,UM,VMと し,無 限板Iの だ 円 形 介 在 物 と

な る仮 想 境 界 に生 じる応 力 と変 位 を σnI,τntI,UI,VIと す

る と,式(1),(2)は 母 材 と介 在 物 の接 合 境 界 面 上 にお け る

境 界 条 件 σnM-σnI=0,τntM-τntI=0,UM-UI=0,VM-VI

=0に 相 当 して い る.
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Fig. 1. Arbitrarily distributed elliptical inclusions.

式(1)で,θ'i0=θi0+ψiで,θi0はi番 目の 介 在 物 境 界 上

の 点(xi,yi)に お け る だ 円 の外 向 き法 線 とxi軸 の なす 角

度,ψiはx1軸 とx軸 の な す 角 度 で あ る.ま た,式(1),

(2)に含 ま れ る 被 積 分 関 数 の う ち,KFxnnM(φk,θi)を 例 に と

る と,こ れ は,孔 の な い無 限板Mのk番 目の だ 円 とな

る仮 想 境 界 上 の 一 点 にxk方 向 の 単位 大 きさ集 中力 が作

甲 す る と きのi番 目の だ 円 とな る境 界 上 の点 に生 じる法

線 方 向 の 応 力 σnを 意 味 す る.ま た,式(1),(2)の 右 辺 は

遠 方 荷 重 に よ って 無 限 板Mお よ びIの 仮 想 境 界 上 に 生

じる応 力お よ び変 位 で あ る1式(1)は コ ー シ ー形,式(2)は

対 数 形 の特 異 性9)を有 す る項 を含 ん で い る.

特 異 積 分 方 程 式(1),(2)の 未 知 関数 ρk*xM～ρk*yIは次 式 で

定義 され る.

こ こ でdFk*xMを 例 に と る と,こ れ は 微 小 長 さds

=√(dxk)2+(dyk))2に 作用する体積力の合力の のxk方 向成

分である.

式(1),(2)の特異積分方程式を厳密に解析するために本

解析では,未 知関数である体積力密度を基本密度関数と

重み関数の一次結合で表現する.

x方 向の体積力の基本密度関数wx(φk)お よびy方 向

の体積力の基本密度関数wy(φk)は 次式で定義される6).

こ こで,nx,nyに,仮 想 境 界 上 の点(xk,yk)に お け る単

位 外 向 き 法 線 ベ ク ト ル の(xk,yk)座 標 成 分(cosθk0,

sinθk0)で あ り,次 式 で 表 わ され る.

式(4)で 定義 され る基 本 密 度 関数 の組 み合 わせ に よ って,

ρk*x(φk),ρk*y(φk)を次 の よ うに表 現 す る.

ρx1M(φ)～ρky4I(φ)は重 み 関 数 と呼 ばれ る.式(6)の 表 現を 用

いると式(1),(2)の特異積分方程式は次式のように表現で

ぎ る.



1336 野田 尚昭,松 尾 忠利,福 田 賢新

紙面の都合で省略するが,式(1),(2)の 残 りの3式 も式(7)

と同様に表現できる.さ らに,重 み関数を連続関数とし

て近似するために多項式を用いる.こ こでは次のような

表現を用いる.

(ρkx1I(φ)～ρky4I(φ)も同 様 な 形 式 で 表 現 す る .

)tn(ƒÓ)=cos{2(n-1)ƒÓ} (9)

こ こで,Mは0≦ φ≦2π の 範 囲 の 選 点 数 で あ る.式(8),

(9)で表 わ さ れ る重 み 関 数 ρkx1M(φ)等は次 の よ う な周 期 性

と対 称 性 を有 す る.

ρ(φ+π)=ρ(φ) (周 期 性)

ρ(φ)=ρ(-φ)

ρ(π/2+φ)-ρ(π/2-φ)} (対称性) (10)

す な わ ち 式(10)の よ う な 性 質 が あ る た め,重 み 関 数

ρk∞1M(φ)～ρky4I(φ)は0≦φ≦ π/2で 定 義 さ れ φ=0,π/2に

対 称 な関 数 とみ な す こ とが で きる.つ ま り,式(6)の 表 現

に よ って 未 知 関 数 の 数 は4倍 に な るが,各 未 知 関 数 の 定

義 域 は1/4に な る.

以 上 の 離 散 化 の 方 法 に よ り,式(7)は 係 数aknM,

bknM,…hknM,aknI,bknI,…hknI(k=1～m)に つ い て の

4Mm元 の連 立 方 程 式[式(11)]に 還 元 で き る.mΣk=1M/4Σ

(以下の3式 省略)

したがって,問 題を解 くことは係数aknm～hknI(k=1～m)を

求めることに帰着される.m個 のだ円境界上で適当に選ん

だM個 の点で境界条件を満足するように式(11)の連立方程

式を解けば,任 意の点の応力は係数どAnM等 の影響係数の
一次結合で表現される.以 上の解析方法により,一 般的な

荷重条件下でのだ円形介在物の干渉劾果を介在物の位置,

寸法を変化させて調べる.

3 解析 結果 お よび考察

Fig. 2は 遠 方 で一様 なy方 向 の引 張応 力 σ∞yを受 け る無

限板 中 の大 き さの等 しい2個 の剛 体 だ 円形介 在物 の干渉 問

題 を示 す.介 在 物i=2は 原 点(0,0)に 固定 し,介 在 物i=1

の 中心座 標 を(1,2),(2,2),(2,1)と 変 化 させ た ときの介在 物

i=1の まわ りの応 力分布 を求 める.

Fig. 2に おい て,形 状 パ ラメ ー タa/b=1.0,配 置 のパ ラ

メー タがa/x1=0.8,x1=1.0,y1=2.0,σ ∞x=0,σ∞y=1.0の 場

合,未 知 関数 ρx1M,ρx2M,…,ρy4Iの収 束状 況 を調 べ た ところ,

選 点 数M=8,12で 有効 数 字5け た 程 度 まで 完全 に一致 し

た.Fig. 3,4は 選 点 数M=12の と きの 未知 関数 の解析 結果

を図 に ま とめ た もので あ る.ま た,式(4)で 示 され る基 本密

度 関 数 は境 界 が 円形 の場 合,Fig. 5の 様 に表 わせ る.こ の

結 果,体 積 力 密 度が 式(6)で示 され るよ うに基 本密 度 関数 と

重 み関数 の 一次 結合 で 表 わ され る こ とか ら,連 続関 数 であ

る密 度分 布 を うま く近 似で きて い る と考 え られ る.さ らに,

Fig. 2. Two equal elliptical inclusions (ƒÐ•‡y=1, 

Q•‡x=0, E1/EM=105, ƒË1=ƒËM=0.3).

Fig. 3. Unknown functions of present analysis ƒÏx1M, 

ƒÏ x2M, ƒÏx3M, ƒÏx4M when 2b/y1=0.8, x1=1.0, ƒÐ•‡x

=0, ƒÐ•‡y=1, E1/EM=105, ƒËI=ƒËM=0.3, a/b=1.0.
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Fig. 4. Unknown functions of present analysis 

ƒÏ y1M, ƒÏy2M, ƒÏy3M, ƒÏy4M when 2b/y1=0.8, x1

=1 .0, ƒÐ•‡x=0, ƒÐ•‡y=1, EI/EM=105, ƒË=ƒËM

=0 .3, a/b=1.0.

[deg.] [deg.]

Wx1(ƒÓk)=Wy1(ƒÓk)=Const. Wx2(ƒÓk)=Wy2(ƒÓk)=SinƒÓk

[deg.] [deg.]

Wx3(ƒÓk)=Wy3(ƒÓk)=cosƒÓk Wx4(ƒÓk)=Wy4(ƒÓk)=sinƒÓkcosƒÓk

Fig. 5. Fundamental density functions for circular 

boundary.

この ときの境 界 条件 の満 足 度 を確 か め るため に,そ れ らの

値 をTable Iに 示 す.境 界上 で0で あ るべ きこれ らの値 は

選 点 数M=12程 度で10-5程 度 で あ り高 い 境界 条件 の満足

度が確 かめ られた(こ の とき求 め られ た境界 上 の応 力分 布

をFig. 7(a)に 示す).

a/b=1.0で2b/y1=0.5の 場 合 の応 力 分布 をFig. 6(a),

(b)に,a/b=1.0で2b/y1=0.8の 場 合 をFig. 7(a),(b)に 示

す.(a),(b)は そ れ ぞ れ介 在 物i=1の 中心 座 標 が(1,2),(2,

2)に 対 応 す る.介 在物i=1の 中心 座 標 が(0,2)の 場合 は前

報で解析した問題5),6),8)と同じになる.解 析結果を比較した結

果,有 効数字6桁 目程度の数値解析上の誤差をのぞき両

Table I. Compliance of the boundary conditions (a=b

=0 .8, x1=1.0, y=2.0, ƒÐ•‡y=1.0, ƒÐ•‡x=0, E1/EM

=105, ƒËI=ƒËM=0 .3).

者 の 間 に は差 が 見 られ なか っ たの で,紙 面 の都 合 に よ り

結 果 を図 示 す る こ と を省 略 した.座 標(0,2)の と き,2

つ の介 在 物 が最 も近 づ く θ=270° 近 傍 で,最 大 応 力 は介

在 物 が 単 独 の場 合 ど比 べ て,2b/y1=0.5の と き14.8%,

2b/y1=0.8の と き73.5%増 加 して い る.

Fig. 6,7中 の 実 線 は,介 在 物(i=1)境 界 上 の 母 材 の 応

力 分 布 で あ るが,主 応 力 σ1につ い て は 境 界 上 の 介 在 物

の分 布 も示 す.破 線 は,無 限板 中 の1個 の 剛体 介 在 物 の

境 界 上 で の母 材 の 応 力 分 布 で あ る.Fig. 6,7に お い て,

座 標(1,2)の よ う に と る と干 渉 効 果 に よ り最 大 応 力 の発

生 位 置 は変 化 し,θ=240° 近傍 に な り,こ の場 合 も2つ

の 介在 物 が最 も近 づ く付 近 で 最 大 応 力 が 生 じて い る こ と

が わ か る.Fig. 6,7で(a),(b)を 比 較 す る と,介 在物 間 の

距 離 が 離 れ るに した が い,干 渉 効 果 は小 さ くな り,1個

の介 在 物 の 応 力 分 布 に 近 づ い て い く こ とが わ か る.

Fig. 8に は遠 方 で 一 様 なy方 向 の 引 張 応 力 σ∞yを受 け

る無 限板 中の2個 の 剛 体 だ 円 形 介在 物 の 干渉 問題 を示 す.

介 在 物 の 形 状 比 はa/b=0.8と し,介 在 物i=1の 中心

座 標 を(2,2),(2,1)と 変 化 させ た と きの介 在 物i=1の ま

わ りの 応 力 分 布 を計 算 し た.座 標 を(2,1)の と き,干 渉

効 果 に よ る介 在 物 まわ りの応 力 の変 化 は θ=210° 付 近 で

顕著になり,だ 円形介在物の場合でも,2つ の介在物が

最 も近 くなる位置付近で,干 渉効果が大 きく表れること

がわかる.

4 結 言

本研究では,こ れまで解析がなされていない任意に分

布するだ円形介在物の応力集中係数の解析法を考察した.

その結果,以 下のような結論が得 られた.

(1) 体積力法の特異積分方程式を8種 類の基本密度関

数と重み関数の線形結合で近似する方法によって,良 好
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(a) x1=1.0 in Fig. 2. (b) x1=2.0 in Fig. 2.

Fig. 6. Stress distribution along boundary i=1 (ƒÐ•‡x=0, ƒÐ•‡y=1, 2b/y,=0.5, EI/EM=105, ƒËI=ƒËM=0.3,

a/b=1.0).

(a) x1=1.0 in Fig. 2. (b) x1=2.0 in Fig. 2.

Fig. 7. Stress distribution along boundary i=1(σ ∞x=0, σ∞y=1, 2b/y1=0.8, EI/EM=105, νI=νM=0.3, .4/
b=1.0)

(a) y1=2.0 in Fig. 2. (b) y1=1.0 in 

Fig. 2.Fig. 8. Stress distribution along bouhdary i=1 (σ∞x=0, σ∞y=1, 2a/x1=0.8, EI/EM=105, νI=νM=0.3,

a/b=0.8).
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な未知関数の収束性(Fig. 3,4)と 高い境界条件の満足

度(Table I)が 得られた.

(2) 2個 の等大剛体円形介在物お非び2個 の等大剛体

だ円形介在物が一軸引張 りを受ける問題(Fig. 2)を 解

析 し,境 界上のなめらかな応力分布を図示 した(Fig. 6,

7,8).介 在物の寸法比や配置を変 えて計算を行い,そ

の応力分布を介在物が1個 の場合 と比較 して検討 した結

果,2つ の介在物が最 も接近する点付近で干渉効果が大

きく表れることが明らかになった.

(3) 上述のような検討から,本 解析法は計算時間の制

約を除けば,多 数個のだ円形介在物が任意に分布 してい

る問題へ応用が可能な有力な解析法であると考えられる.
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