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論 文

不等長界面き裂の応力拡大係数の干渉効果 と弾性定数の影響†

小 田 和 広＊ 野 田 尚 昭＊＊

Interaction of Interface Cracks with Unequal Length 

and Effect of Elastic Constants on Stress Intensity Factor

by

Kazuhiro ODA* and Nao-Aki NODA**

This paper deals with interaction problems of interface cracks with unequal length. The problems are 

analyzed by using the singular integral equations on the basis of the body force method. In the numerical 

analysis, the unknown function of body force density is approximated by the product of the fundamental 

density function and power series. The stress intensity factor of interface cracks is systematically calculated 
for various crack dimensions, spacing and elastic constants. The interaction effect of these variables is dis-
cussed by comparing the present results with the results of ordinary crack problems in a homogeneous mate-
rial. The calculation shows that the effect of elastic constants of dissimilar materials on the dimensionless 

stress intensity factor F1 for interface crackss is small and F1-value of interface cracks is almost the same as 
that of ordinary cracks with the same geometrical condition.
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1 緒 言

最近,構 造物の高機能化 などを狙いとして材料の複合

化,接 合化などの技術が進んでいる.そ れらの材料の普

及および使用分野の拡大に伴い,異 種接合材,複 合材の

界面の強度評価が大き な問題になっている,Williams1),

Erdogan2)～4),およびEngland5)に より指摘 されたように,

界面上に生 じるき裂(界 面き裂)は 均質材のき裂 と異な

り,応 力の振動特異性や変位のオーバーラッピングが生

じるため,そ れらの特異応力場を規定するパラメータの

解析が重要な課題になってお り,多 くの研究が進められ

ている1)～6).なかでも実際上重要と考えられる界面 き裂が複

数存在する場合の干渉問題は,ま ず,Riceら6)に より等

長 ・等間隔の界面き裂群の問題が,Erdogan3)に より半

無限長さの界面 き裂干渉問題の解析がなされている.等

長 ・等間隔の界面 き裂群の問題については,Comninou7),8)

により界面 き裂先端の接触域を考慮 した解析 もなされて

いる.最 近では,才 本9)が等長二界面き裂の問題を,ま た,

著者 ら10)は等長の二個および三個の界面き裂の問題の解析

を行っている.し かしなが ら,こ れまでの研究では,干

渉問題としてより一般的なき裂長さの異なる界面き裂が

存在する場合 を詳細に検討 した例は少なく16),その応力拡

大係数を実用に便利なように考察した研究は見当たらな

いようである.

そこで本研究では,長 さの異なる界面 き裂の問題を取

扱い,体 積力法の特異積分方程式を用いて10)界面き裂の応

力拡大係数を,き 裂の寸法,間 隔および材料の弾性定数

を系 統 的 に変 化 させ て解 析 を行 う.得 られ た結 果 に基 づ

い て均 質材 の応 力 拡 大 係 数 との比 較 を行 い,そ の 干 渉 効

果 お よび材 料 定 数 の影 響 につ い て考 察 す る.

2 解 析 方 法

Fig. 1に 示 す よ うな 異 な る 弾 性 係 数 お よび ポ ア ソ ン比

G1,ν1,G2,ν2を 持 つ接 合 半 無 限 板 に,遠 方 で 一 様 応 力

σ∞y,τ∞xyおよ び σ∞x,1(材料1)あ る い は σ∞x,2(材料2)

が 作 用 す る場 合 を考 え る.こ の とき,ε ∞x,1=ε∞x,2の関 係

か ら,σ ∞x,1,σ∞x,2,σ∞yの間 に は 次 の 関 係 が あ る も の と す る.

こ こで,Г,κm(m=1,2)は 次 式 で 与 え られ る.

Fig. 1. Interaction problem for interface cracks 

with unequal length.
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この接合半限板の接合面に,複 数の界面 き裂が存在す

る場合を例に取 り,解 析方法を説明する.結 城 らの複素

応力拡大係数の定義12)によれば,界 面上の応力分布は次式

で表される.

こ こで,ε は2つ の材 料 の組 み合 わせ に よ り決 まる バ イ

メ タル 定 数 で あ り,次 式 で与 え られ る.

ε=(1/2π)ln{(G2κ1+G1)/(G1κ2+G2)} (4)

長 さ2ajの 界 面 き裂 がj=1,…,M個 存 在 す る と き,j

番 目の 界 面 き裂 の境 界 条件 を表 す 特 異 積 分 方 程 式 は,界

面 き裂 の な い 接 合 半 無 限 板 中 の 界 面 上 に分 布 させ たy

方 向 引 張 型 集 中力 対 お よびせ ん断 型 集 中力 対 の 分 布 密 度

P1j(ξj),P2j(ξj)を未 知 関数 とす る次 式 で 表 され る.

こ こ で 式(5)は 界 面 き裂 の境 界 条 件 σyニ0,τxy=0に 相 当

して お り,∫ は発 散 積 分 の有 限 部 分 を取 る こ とを 意 味

して い る.関 数hy(ξ κ,xj)な ど は注 目 して い るj番 目 の

き裂 以 外 の き裂 とな る仮 想 境 界 上 の 点 ξk(k=1,2,…M,

k≠j)に 単 位 大 き さの 集 中 力 対 を分 布 させ た と き点xj

に生 じ る応 力 σyで あ り,下 添 字m=1,2は そ れ ぞ れ 材

料1,2を 表 す.ま た,α お よ び β はDundersの コ ン ポ

ジ ッ トパ ラ メ ー タ12)であ る.本 解 析 で は,標 準 型 集 中力 対

の 分 布 密 度P1j(ξj),P2j(ξj)を 次 の よ う に基 本 密 度 関 数

W1j(ξj),W2j(ξj)と重 み 関数F1j(ξj),F2j(ξj)の 積 で 近似 す る.

P1j(ξj)+iP2j(ξj)

={w1j(ξj)+iw2j(ξj)}{F1j(ξj)+iF2j(ξj)} (7)

ここでNjは,j番 目の界面 き裂の仮想境界上にとる選

点数である.界 面 き裂の場合,基 本密度関数 として界面

き裂のき裂縁変位 をもとにした次式を用いる6),10),11).

境界条件を満足させる選点は,き 裂の両端で密 となるよ

うに 配置 す る.

以 上 の よ うな離 散 化 手 法 に よ り,式(3)で 表 され る特 異

積 分 方 程 式 を解 くこ と に よ っ て重 み 関 数F1j(ξj),F2j(ξj)

が 決 定 され る.き 裂 先 端 で の重 み の 値 よ り,次 式 で表 さ

れ る結 城 らの定 義11),13)に基 づ く界 面 き裂 の応 力拡 大係 数 を得

る こ とが で ぎる.

K1+iK2={F1j(aj)+iF2j(aj)}√ πaj(1+2iε) (10)

3 解 析 結 果 お よび 考 察

本 研 究 で は,界 面 に2個 お よ び3個 の 長 さの異 な る き

裂 が存 在 す る場 合 の問 題 を取 扱 い,そ の 干 渉効 果 お よび

弾 性定 数 の影 響 につ い て 検 討 した.

は じめ にFig. 2に 示 す 長 さの異 な る2個 の界 面 き裂 の

問題 の解 析 を行 っ た.ま ず,本 解析 法 の解 析 精 度 の確 認

の た め に,解 析 結 果 の 収 束 性 をTable Iに 示 す.こ こ で

F1AはFig. 2に 示 す 界 面 き裂A点 の無 次 元 化 応 力 拡 大 係

数 で,選 点 数 の比N1:N2は き裂 寸 法 比a1:a2と 同 じに

した 。Tableよ りわ か る よ う に,F1Aお よ びF2Aの 値 は

N1=10程 度 で 有 効 数 字5桁 程 度 収 束 して お り,干 渉 の

大 きい λ=0.9の 場 合 で も4桁 程 度 の 収 束 性 が 得 ら れ て

い る.他 の き裂 寸 法,弾 性 定 数 で 解析 した 結 果 もTable 

Iと 同 程 度 の 収 束 性 が 得 られ て お り,本 解 析 法 の有 効 性

が確 認 され る.

次 に 剛 性 比G2/G1=10.0の 場 合 に き裂 寸 法 比a2/a1

お よび λ=(a1+a2)/dを 系 統 的 に変 化 させ,界 面 き裂A

点 に お け る無 次 元 応 力 拡 大 係 数F1A,F2Aの 解 析 を行 っ

た 結 果 をTable IIに 示 す.こ こで( )の 値 は均 質 材(G2

/G1=1.0)の 厳 密 解 で あ る.Table IIよ り,G2/G1=10.0

で 解 析 した 界 面 き裂 のF1の 値 は,均 質 材 のFIと ほ ぼ

同 じで あ る こ とが わ か る.Fig. 3に は,剛 性 比G2/G1

=1 .0,10.0,100.0の 場 合 のF1Aと λとの 関係 を示 す.実

線 は均 質材 の場 合 の厳 密 解 を示 して い る.こ れ らの結 果

Fig. 2. Two interface cracks with unequal length.

Table I. Convergency of numerical results.

(G2/G1=10.0, a2/a1=2.0, ƒË1=ƒË2=0.3, Plane 

stress)
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か ら,F1に 対 す る 材 料 の 剛性 比 の 影 響 は少 な く,そ の

干 渉 効 果 は均 質材 の場 合 とほ ぼ 同様 で あ る こ とが わか る.

次 に長 さの異 な る3個 の界 面 き裂 の干 渉 問題(Fig. 4)

に お い て,剛 性 比G2/G1=10.0の 場 合 に,き 裂 寸 法 比

a2/a1お よび λ=(a1+a2)/dを 系 統 的 に変 化 させ,き 裂

のA点 お よ びB点 にお け る無 次 元 化 応 力 拡 大 係 数F1A,

F2A,F1B,F2Bの 解 析 を行 っ た 結 果 をTable IIIお よ び

Table IVに 示 す.こ こで( )の 値 は均 質材(G2/G1=1 .0)

の厳 密解 で あ る15).Fig. 5に は,剛 性 比G2/G1=1.0,10.0,

100.0の 場 合 のF1Aと λ と の 関 係 を示 す.Table IV,

Table Vお よ びFig. 5よ り界 面 き裂 が3個 の場 合 も2個

の 場 合 と同 様 にF1の 値 に対 す る材 料 の 剛 性 比 の影 響 は

少 な く,そ の 干 渉 効 果 は き裂 寸 法 比a2/a1お よ び き裂

間 隔 λ=(a1+a2)/dに よ って ほ とん ど決 定 され る こ とが

わ か る.

Fig. 6に は,剛 性 比 の影 響 を詳 し く調 べ る た め に,干

Fig. 3. Relation between F1A and ƒÉ when G2/G1=

1.0, 10.0, 100.0 (Two interface cracks, Plane 

stress, ƒË1=ƒË2=0.3).

渉効果の大きい λ=0.8の 場合に剛性比G2/G1を 大 きく

変化 させたときのF1Aの 値を,均 質材の値F1と 比較 し

て示す.Fig. 6中 の実丸●は界面き裂が2個 の場合であ

り,白 丸○は3個 の場合の結果をプロヅトしたものであ

Fig. 4. Three interface cracks with unequal length.

Fig. 5. Relation between F1A and ƒÉ when G2/G1=

1.0, 10.0, 100.0 (Three interface cracks, Plane 

stress, ƒË1=ƒË2=0.3)

Table II. Dimensionless stress intensity factors F1A and F2A at crack tip A for two interface cracks of 

length 2a1 and 2a2 (K1+iK2=(F1A+iF2A)ƒÐ•‡y•ãƒÎa1(1+2iƒÃ), G2/G1=10.0, ƒË1=ƒË2=0.3, Plane stress).
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る.図 よ り,F1A/FIの 値 は 剛 性 比 の 増 加 と と もに 大 き

くな り,G2/G1=102程 度 で 一 定 の値 に収 束 して い る こ

とが わ か る.し た が つ て,G2/G1≧102の 結 果 は,一 方

の材 料 を剛体 と して解 析 した場 合 と考 え て差 し支 え ない

もの と思 わ れ る.ま た,き 裂 の 寸 法 比a2/a1が 大 き く

な る とF1A/FIの 値 は大 き くな る傾 向 が あ る が 勲 そ の 変

化 は最 大 で も2%程 度(a2/a1≦3)で あ る.

最 後 にボ ア ソ ン比 の 影 響 を検 討 した結 果 をTable V

お よ びTable VIに 示 す.き 裂 寸 法 比 がa2/a1=1.0,剛

性 比 がG2/G1=2.0,1000の 場 合 に,ν1お よ び ν2を0.0

～0 .4ま で 変 化 させ て 解 析 を 行 った.Table Vは 界 面 き

裂 が2個 の場 合 の 結 果 で あ り,Table VIは3個 の 場 合

の結 果 で あ る.Tableよ りわ か る よ う に,ポ ア ソ ン比

が変化 して も,F1Aの 値の変化は小さい.通 常 よく採用

されている ν1=ν2=0.3の結果 と比較すると,ν1<0.3の

結果は若干大 きめの値 となる傾向があり,F1Aの ν1=ν2

=0.3の 結果 との差は最大で2%程 度(Table VIでG2

/G1=1000,ν1=0.0の 場合)で ある.ま た,剛 性比が大

きい ときは,ν2の 影響はほとんどなくなることがわか

る.

これらの結果から,結 城 らの定義に基づく界面 き裂の

無次元化応力拡大係数F1は,材 料の組み合わせにほと

んど影響を受けず,同 一の幾何形状 を持つ均質材のき裂

のFIよ り数%程 度の誤差で推定できると考えられる.

4 結 言

本研究では,接 合半無限板中の異なる長さの界面き裂

Table III. Dimensionless stress intensity factors F1A and F2A at crack tip A for three interface cracks of 

length 2a1, 2a2 and 2a2 (K1+iK2=(F1A+iF2A)ƒÐ•‡y•ãƒÎa1(1+2iƒÃ), G2/G1=10.0, ƒË1=ƒË2=0.3, Plane 

stress).

Table IV. Dimensionless stress intensity factors F1B and F2B at crack tip B for three interface cracks of 

length 2a1, 2a2 and 2a2 (K1+iK2=(F1B+iF2B)ƒÐ•‡y•ãƒÎa2(1+2iƒÃ), G2/G1=10.0, ƒË1=ƒË2=0.3, Plane stress).
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Fig. 6. Relation between F1A/FI and G2/G1 (ƒÉ=

(a1+a2)/d=0.8, ƒË1=ƒË2=0.3, Plane stress).

Table V. Effect of Poisson's ratios ƒË1 and ƒË2 on F1A 

and F2A for two interface cracks (a2/a1=1.0, ƒÉ=

(a1+a2)/d=0.8, Plane stress).

の問題(Fig. 2,Fig. 4)を 取扱い,そ の応力拡大係数を

体積力法の特異積分方程式を用いて高精度に解析 し,そ

の干渉効果について考察した.結 果をまとめると以下の

ようになる.

(1) 2個 および3個 の不等長界面 き裂の応力拡大係数

の解析 を行い,得 られた結果 を均質材(G2/G1=1.0)の

結果 と比較 しそ示 し(Table II～IV,Fig. 3,5),そ の干

渉効果を検討 した.結 城 らの定義に基づ く界面き裂の無

次元化応力拡大係数Flは,き 裂寸法比a2/a1お よびき

裂間隔 λ=(a1+a2)/dが 等 しい均質材中のき裂の 瓦 と

ほぼ同じであった.

(2) 材料 の剛性比の影響 を検討す るために,G2/G1

Table VL Effect of Poisson's ratios ƒË1 and ƒË2 on F1A 

and F2A for three interface cracks (a2/a1=1.0, ƒÉ=

(a1+a2)/d=0.8, Plane stress).

=1.0～105ま で 変化 させ て 解析 を行 った(Fig. 6) .そ の

結 果,界 面 き裂 の 瓦 と均 質材 の き裂 のFIと の比 は,

剛性 比 の増 加 と と も に大 き くな り,G2/G1=102程 度 で

一 定 の 値 に収 束 す る こ とが わ か っ た .き 裂 の寸 法 比a2

/a1が 大 き くな る とそ の値 は大 き くな る 傾 向 が あ るが,

そ の 変化 は最 大 で も2%程 度(a2/a1≦3)で あ った.

(3) ボ ア ソ ン比 の影 響 を検 討 す るた め に,材 料1,2

の ボ ア ソ ン比 ν1,ν2を0.0～0.4ま で 変 化 させ 解 析 を行 っ

た(Table V,VI).解 析 結 果 か ら,F1の 値 に 対 す る ボ

ア ソ ン比 の 影 響 は小 さい こ とが わ か り,通 常 よ く採 用 さ

れて い る ν1=ν2=0.3の 結 果 と比 較 す る と,ν1<0.3の 結

果(G1<G2)は,F1が 若 干 大 きめ の 値 とな る傾 向 が あ り,

ν1=υ2=0.3の 結 果 との差 は最 大 で2%程 度 で あ っ た.

(4) 上 記(1)～(3)の 結 果 か ら,結 城 ら の定 義 に基 づ く界

面 き裂 の 無 次 元 化 応 力 拡 大 係 数 瓦 は,材 料 の 組 合 わせ

に ほ とん ど影 響 を受 けず,同 一 の 幾何 形状 を持 つ均 質材

の き裂 の 瓦 よ り数%程 度 の誤 差 で 推 定 で きる もの と考

え られ る.
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