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論 文

2個 の長方形介在物の干渉における介在物角部の応力拡大係数の解析†

野 田 尚 昭 ＊ 陳 夢 成 ＊＊

高 瀬 康 ＊＊＊ 今 橋 智 則 ＊＊＊

Analysis of Interaction between Two Rectangular Inclusions

by

Nao-Aki NODA*, Mengcheng CHEN**, 
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This paper deals with an interaction problem of two rectangular inclusions under longitudinal tension. The body 

force method is used to formulate the problem as a system of singular integral equations with Cauchy-type or loga-

rithmic-type singularities, where the unknown functions are the densities of body forces distributed in infinite plates 

having the same elastic constants as those of the matrix and inclusions. In order to analyze the problem accurately, 

the unknown functions are expressed as piecewize smooth functions using two types of fundamental densities and 

power series, where the fundamental densities are chosen to represent the symmetric stress singularity of 1/r1-ƒÉ1 and 

the skew-symmetric stress singularity of 1/r1-ƒÉ2 Then, generalized stress intensity factors at the end of inclusions are 

systematically calculated for various locations, spacings and elastic modulus of two rectangular inclusions in a plate 

subjected to longitudinal tension. The present method is found to be useful for accurate and efficient analysis of rec-

tangular inclusions.
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1 緒 言

長方形介在物の問題は複合材料の強化繊維の2次 元モ

デルとして重要である.こ れまで,1個 の長方形介在物

が遠方で一様な引張荷重を受ける問題が,陳,西 谷,1),2)

によって解析 され,そ の端部の特異応力場の強さが詳細

に議論 された.ま た,著 者 らも,2個 の長方形介在物

(Fig. 1)が,y軸 に対称に配置 している問題 を,体 積力

法の特異積分方程式で表現 し,そ の高精度の数値解析法

を,さ きの研究で考察 した3).また,そ の解析法を一個の

3次 元円柱状介在物の問題に応用 して,2次 元 と3次 元

モデルの結果の違いを考察 した4).しか し,実 際の繊維の

干渉を考える場合には繊維のx,y方 向の相対的な位置が

種々に変化する場合 も考察する必要がある.す なわち,

複合材料中の多数個の繊維の干渉を明らかにするには,

介在物の個数が2個 の場合と無限個の場合(周 期配列の

場合)を 解析することが,最 も基本的でかつ重要である.

そこで,本 研究では,ま ず,Fig. 1に 示すような無限板

中に等大2個 の長方形介在物が任意の位置で存在する場

合 を解析モデルとしてその干渉効果を考察する.そ して

複合材料の強度評価を力学的側面から行 うために重要な,

繊維端部の特異応力場の強 さが他の繊維の干渉によって

どのように影響するか,母 材と介在物の剛性比や,介 在

物の形状,距 離を変化させて明らかにする.解 析には,境

界条件 を満足すべき界面をいくつかの基本区間に分割 し,

各区間での未知関数である体積力密度 を,基 本密度関数

と多項式で近似する,さ きに提案した方法3)を用いる.

2 体積力法の特異積分方程式の数値解析法

Fig. 1に 示すような二個の長方形介在物を有する無限

板の問題を例にとり解析方法を説明する.こ こで,lx,ly

は介在物寸法dx,dyは 距離のパラメータσ∞x,σ∞y,τ∞xyは無

限遠での応力である.ま た,母 材 と介在物のそれぞれの

横弾性定数,ポ アソン比をGM,VMお よびGI,VIと する.

Fig. 1. Two rectangular inclusions in an infinite plate.
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この問題は重ね合わせの原理 に基づく体積力法の考え方

により,無 限板中の1点 に集中力が働 くときの任意の点

の応力場の解 と変位場の解 を用いて解くことができる.

このとき問題は,母 材と同じ弾性定数をもつ無限板Mな

らびに介在物 と同じ弾性定数をもつ無限板Iに 分布 させ

た体積力密度を未知関数とする特異積分方程式(1) ,(2)

で表現 される.

こ こでFnM,FtMな らび にFnI,FtI(i=1,2)は 無 限板Mま

た は無 限 板Iに 分布 させ た法 線 方 向 お よび接 線 方 向 の体

積 力 密 度 で あ る.い ま,Fig. 1の 母 材 と な るべ き領 域

(長方 形 孔 を有 す る無 限 板)の 境 界 上 の変 位 と表 面 力 を

(UM,VM),(σnM,τntM)と し,長 方 形 介 在 物 とな るべ き領

域 の 境 界 上 の変 位 と表 面 力 を(UI,VI),(σnl,τntl)と す ると

き,式(1),(2)は 境 界 条 件 式(σnM-σnl=0,τntM-τntI=0, 

UM-UI=0, VM-VI=0)を 表 す.こ こで,Σ2k=1は それ ぞれ

の長方形孔および長方形介在物となるべき仮想境界につ

いての総和を意味す る.ま た ,∫Lkはk番 目の長方形孔

(無限板Mの とき)ま たは長方形介在物(無 限板Iの と

き)と なる境界上において体積力を積分することを意味

する.右 辺の σ∞nM(si),τ∞ntM(si)等は無限板Mのi番 目

の長方形孔(ま たは無限板Iのi番 目の長方形介在物)

となるべき仮想境界上に生 じる遠方荷重による応力およ

び変位である(母 材と介在物の角点の位置を一致させるた

め無限板Iに も遠方荷重を作用 させる).ま たhFnMnt(rk,si)

等は無限板Mのk番 目の長方形孔となるべ き仮想境界

上の点rkに 法線方向または接線方向の単位強さの集中力

が作用するとき,i番 目の長方形孔 となるべき仮想境界

上の任意の選点siに 生 じる応力および変位である.

式(1),(2)の 離散化数値解析のため,長 方形孔 または

長 方 形 介 在 物 とな るべ き境 界 をい くつ か の基 本 区 間 に分

け た例 をFig. 2に 示 す.角 部A,B,C,D近 傍 で は,

一 般 にモ ー ドIと モ ー ドIIの2種 類 の変 形 が生 じるの で
,

仮 想 境 界 上 に分 布 させ るべ き体 積 力FnとFtに 対 して 対

称 形(モ ー ドI)と 逆 対 称 形(モ ー ドII)の2種 類 の 分

布 形 式 を採 用 す る.Fig. 2のB2-B-A-A2とD2-D-C-C2

の 範 囲 に分布 させ る体 積 力 を以 下 に示 す よ うに基 本 密度

関 数(rλ1-1A,rλ2-1A:角 部 に対 して対称 お よび逆 対 称 変形

を表現する分布密度)と 重み関数WInM～WtIIM等 で近似

する.似 下では,rAを 角部Aか らの距離 として,角 部A

近傍の離散化を例 として説明する(角 部B近 傍の離散化

方法も同様である).

ここで,λ1,λ2は,幾 何条件 と材料条件より得 られる

特性方程式の根5)で ある.異 材接合角部A近 傍の応力は

Fig. 2. Boundary division.
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一 般 化 され た応 力 拡 大 係 数KI
,λ1,KII,λ1によ って σij=fIij

(θ)KI,λ1/rI-λ1+fIIij(θ)KII,λ2/rI-λ2のよ うに表 され る6).式

(3)に 含 まれ る基 本 密 度 関 数rλ1-1A,rλ2-1Aは 角 部 先 端 近

傍 につ い て体 積 力 密 度 の 分 布 を精 度 良 く表現 す るため の

関 数 で,そ れ ぞれ 対称 形(モ ー ドI)と 逆 対 称 形(モ ー

ドII)の 変 形 を表 現 す る.ま た,角 部B,C,Dに 分 布 さ

れ る体 積 力 も同様 の 手 法 に よ って 離 散 化 を行 う.Fig. 2

のB2-B-A-A2とD2-D-C-C2の 範 囲 以 外 の境 界 条 件 の 満 た

し方 もほぼ 同様 で あ るが,こ の場 合 に は体 積 力 の表 現 に

対 称 形 と逆 対 称 形 の形 式 を使 用 しな い点 が異 な る.以 上

の よ うな離 散 化 手 法 に よ り,境 界 上 に適 当 に選 ん だ点 で

の境 界 条 件 か ら式(4)an～hnの 係 数 を決 定 すれ ば ,特 異

積 分 方 程 式(1),(2)の 解 が得 られ る.そ して,介 在 物 の

角 部 に 関 して定 義 され た応 力 拡 大 係 数KI ,λ1,KII,λ1は角

部 先 端 で の重 み 関 数 の値WIn(0),WIIn(0),Wlt(0),WIIt

(0)か ら求 め られ る.

3 解 析 結 果 お よび考 察

Fig. 3に 示 す無 限板 中 の2個 の長 方 形 介 在 物 角 部 の 干

渉 問 題 にお いて,介 在 物2の 位 置 を原 点 にお きly/lx=10

と固定 して,介 在物1の 位 置(O1～O5)と 寸 法lx/dx(=

1/3～2/3)お よび介 在 物 の剛 性 率GI/GM(10-5～102)

を系 統 的 に変 えて 角部 の応 力拡 大 係 数,KI ,λ1,KII,λ2の解

析 を行 っ た.以 下 で の議 論 で は,平 面 ひ ず み状 態 を仮 定

し式(5)の 無 次 元 値 を用 いた .

FI,λ1=KI,λ1/σ∞√πl1-λ1x,FII,λ2=KII,λ2/σ∞√πl1-λ2x (5)

Table I～IIIに,FI,λ1,FII ,λ2の収 束 の例 を示 す.こ れ

らの 結 果 はFig. 3に 示 す2個 の長 方 形 介 在 物 のy方 向 引

張 問題 の角 部Dで の結 果 で あ る.計 算 に用 い た境 界 の基

本 区 間 をFig. 2に 示 す.TableI～IIIの 結 果 は,WIt

Fig. 3. Two rectangular inclusions.

(0),WIn(0)か ら求 め た値 が その 平 均 値(表 中Average)

と比 較 す る と約1%程 度 以 内 で一 致 し良好 な収 束性 を示 し

て い る.ま た,各 基 本 区 間 の 選 点 数M=4 ,5,6程 度

でt方 向 とn方 向 の重 み か ら得 られ たFI ,λ1,FII,λ2の値 が

有 効 数 字3桁 以 上 程 度 まで 一致 し収 束 して お り,良 好 な

結 果 が得 られ る こ とが確 認 され た.以 下 で は,こ の よ う

に求 めた角 部A,B,C,Dの 応 力拡 大 係 数 の値 を,長 方

形 介 在 物 の 寸 法,剛 性 比,位 置 を系 統 的 に変 化 させ て

示 す.

Table. IV～IXにy方 向 引張 の荷 重 下 での 介 在物1の 端

部A,B,C,Dの 応 力 拡 大 係 数 の値 を ま とめ て示 す.こ

れ らの 表 で は1個 の長 方 形 介 在 物 の値 との 比 を括 弧 で示

してい る.ま た,lx/dx=1/3,1/2,2/3の それ ぞれ の 問

題 でFI,λ1,FII,λ2の最 大値 を網 掛 けで示 して い る.こ れ ら

か ら以 上 の ことが わ か る.

(1) GI/GM>1の 場 合

(1) 応 力 拡 大 係 数FI ,λ1,FII,λ2は,介 在 物1の 中心 が

O3,O4,O5に あ る と き,つ ま り介 在 物 が ほ ぼ縦 方 向 に

並 ん だ位 置 で は,い ず れ の 角 部 で も介 在 物 が単 独 に存 在

す る場 合 よ り大 き く,干 渉 効 果 は危 険側 に生 じる(Table 

IV～VIのO3～O5).

(2) 応 力 拡 大 係 数FI ,λ1,FII,λ2は,介 在 物1の 中 心 が

O1つ ま り2個 の介 在 物 が横 に並 ん だ位 置 で は ,い ずれ の

角 部 で も介 在 物 が単 独 に存 在 す る場 合 よ り小 さ く,干 渉

Table I. Convergence of FI,ƒÉ1 and FII,ƒÉ2 at the corner D 

when the center of inclusion 1 is on O3 in Fig. 3. (lX=

1/3, GI/GM=102, plane strain VI=VM=0.3).

Table II. Convergence of FI,ƒÉ1 and FII,ƒÉ2 at the corner D 

when the center of inclusion 1 is on O4 in Fig. 3. (lx=

1/2, GI/GM=101, plane strain VI=VM=0.3).

Table III. Convergence of FI,ƒÉ1 and FII,ƒÉ2 at the corner D 

when the center of inclusion 1 is on O4 in Fig. 3. (lx=

2/3, GI/GM=10-5, plane strain VI=VM=0.3).
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Table IV. FI,ƒÉ1 and FII,ƒÉ2 for two rectangular inclusions at the corners under various geometrical conditions 

(Plane strain, VI=VM=0.3, ly=10•Elx, GI/GM=102).

Table V. FI,ƒÉ1 and FII,ƒÉ2 for two rectangular inclusions at the corners under various geometrical conditions 

(Plane strain, VI=VM=0.3, ly=10•Elx, GI/GM=101).

Table VI. FI,ƒÉ1 and FII,ƒÉ2 for two rectangular inclusions at the corners under various geometrical conditions 

(Plane strain, VI=VM=0.3, ly=10•Elx, GI/GM=2).
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Table VII. FI,ƒÉ1 and FII,ƒÉ2 for two rectangular inclusions at the corners under various geometrical conditions 

(Plane strain, VI=VM=0.3, ly=10•Elx, GI/GM=10-1).

Table VIII. FI,ƒÉ1 and FII,ƒÉ2 for two rectangular inclusions at the corners under various geometrical conditions 

(Plane strain, VI=VM=0.3, ly=10•Elx GI/GM=10-2).

Table IX. FI,ƒÉ1 and FII,ƒÉ2 for two rectangular inclusions at the corners under various geometrical conditions 

(Plane strain, VI=VM=0.3, ly=10•Elx, GI/GM=10-5).
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Fig. 4. FI,ƒÉ1, FII,ƒÉ2 at the corner D when GI/GM=102.

効 果 は安 全 側 に生 じ る(Table IV～VIのO1).

(3) 応 力 拡 大 係 数FI,λ1,FII,λ2は,介 在 物1の 中心 が

O2つ ま り2個 の介 在 物 が斜 め に並 ん だ位 置 で は,角 部C

で は干 渉 効 果 は 安 全 側 に生 じ る が,他 の 角 部A,B,D

で は危 険 側 に生 じ る(Table IV～VIのO2).解 析 した 範

囲 で,干 渉効 果 が大 き く表 われ るの は 多 くの 場 合 介 在 物

が斜 め に配 置 す る場 合 に角 部Dに おい てで あ る.解 析 し

た範 囲 内 で,干 渉 効 果 の最 大 値 は介 在 物 が単 純 に存 在 す

る場 合 に比 べ て+51%で あ る(Table IVのlx/dx=1/2の

O2).

(2) GI/GM<1の 場 合

(4) 応 力 拡 大 係 数FI,λ1,FII,λ2は,介 在 物1の 中心 が

O3,O4,O5に あ る と き,つ ま り介 在 物 が ほ ぼ縦 方 向 に

並 ん だ位 置 で は,角 部 で は介 在 物 が単 独 に存 在 す る場 合

よ り小 さ くな る傾 向 に あ る(Table VII～IXのO3～O5).

(5) 介 在 物1の 中 心 がO1～O5に あ る場 合 を比 べ る

と,応 力拡 大 係 数FI,λ1,FII,λ2は,介 在 物1の 中心 がO1,

O2つ ま り2個 の介 在 物 が横 や斜 め に並 ん だ位 置 で,あ る

角 部 に お い て 最 大 値 を と る(Table VII～IXのO1,O2).

解 析 した範 囲 内 で,干 渉 効 果 の 最 大 値 は介 在 物 が単 純 に

存 在 す る場 合 に比 べ て+35%で あ る(Table IXのlx/dx=

2/3のO2).

Table IV～VIよ り,GI/GM>1で は,干 渉 効 果 が 大 き

く表 わ れ るの は多 くの場 合,介 在 物 が斜 め に配 置 す る場

合 で あ る こ とが 明 らか とな っ た.そ こで,こ の よ うな場

合 に繊 維 を近 づ け る と,干 渉 効 果 が どの よ うに大 き くな

るか を具 体 的 に考 察 した.介 在 物1の 中心 位 置 を(x,y)

=(d+1,10-l),介 在 物2の 中 心 位 置 を(0,0)と してd

を変 化 させ た場合 の 角部Dに お け る応 力 拡 大 係 数FI,λ1,

FII,λ2をFig. 4に 示 す.Fig. 4の よ うにd→0でFI,λ1,F

II,λ2の値 は急 激 に増 加 す る.

4 結 言

本 研 究 で は2個 の長 方 形 介 在 物 のx,y方 向 の相 対 位 置

が変 化 す る問 題 の 角 部 の 一般 化応 力 拡 大 係 数6)を 介 在 物

の剛 性 比 を変 えて解 析 し,結 果 を図表 に示 した.GI/GM

>1で は,応 力 拡 大 係 数FI,λ1,FII,λ2は,介 在 物 が斜 め

に配 置 す る場 合 に,干 渉 効 果 が大 き く表 わ れ る ことが わ

か っ た.こ の よ うな場 合 に繊 維 を近 づ け る とFI,λ1,FII,λ2

は,急 激 に増 加 す る こ とが示 され た.
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