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論 文

2次 元 と3次 元の介在物の応力集中の干渉効果の比較†

松 尾 忠 利 ＊ 野 田 尚 昭＊

Comparison of Interaction Effect between Elliptical and Ellipsoidal Inclusions

by 

Tadatoshi MATSUO* and Nao-Aki NODA**

This paper deals with stress analysis of elliptical and ellipsoidal inclusions using singular integral equations of 

the body force method. The stress and displacement fields due to a point force in an infinite plate and a ring force in 

an infinite body are used as fundamental solutions. On the idea of the body force method, the problems are formu-
lated as a system of singular integral equations with Cauchy-type or logarithmic-type singularities, where unknown 

functions are densities of body forces distributed in the x- and y-directions of infinite plates or in the r- and z-direc-

tions of infinite bodies having the same elastic constants of the matrix and inclusions. In order to satisfy the boundary 

conditions along the inclusions, eight kinds of fundamental density functions proposed in our previous paper are 

used. Then the body force densities are approximated by a linear combination of the fundamental density functions 

and polynomials. The present method is found to give rapidly converging numerical results for both of the axial sym-

metry tension and uniaxial tension. The calculations are carried out systematically for various shape, distance and 

elastic constant of inclusions and the stress distributions along the boundaries are shown in figures. Then the inter-

action effects are discussed through the comparison between the elliptical inclusions and ellipsoidal inclusions.
Key words: Elasticity, Body force method, Numerical analysis, Singular integral equation, Stress con-

centration, Interaction effect, Inclusion

1 緒 言

構造物 中に存在する応力集中の要因である穴,空 か,

介在物等の欠陥は,だ 円またはだ円体 として評価できる

ことが多いために,弾 性体におけるこれらの解析が数多

くなされているが,介 在物の個数が複数個の場合の研究

は少ない.そ の中でも2つ の介在物の干渉効果の問題の

解析は2次 元,3次 元それぞれにおいて最も基本となる

もので,種 々の介在物問題への応用のために重要である.

著者 らはこれまでに,体 積力法を用いた応力集 中問題の

解析において,特 異積分方程式を厳密に解析する方法を

提案 した.1)～3)この解析法 を用いれば,未 知関数が連続

関数として近似 されるために,境 界上の任意の点の応力

が少ない計算時間で正確に求められるという利点がある.

この方法 を応用 して,こ れまで問題A (Fig. 1)の ような

無限板中の2つ のだ円形介在物,お よび無限体中の2つ

の回転だ円体介在物の干渉問題の解析がなされた.4),5し

かし問題B (Fig. 2)の ような列と直角方向の引張 りは3

次元問題が非軸対称問題 となるため,こ れまで土田らの

球かの解析6),7)や,著 者 らの解析8)を 除いて議論がなさ

れていなかった.

そこで,本 研究では,こ れまで提案した体積力法の特

異積分方程式を高精度に解析する方法1),3),8)を応用 し,

介在物間の距離および母材 と介在物の弾性比と介在物の

形状 を変化 させて,母 材 と介在物境界上の正確な応力分

布を詳細に求め,応 力集中の干渉効果を最大応力の変化

率で考察する.さ らに無限板中の2だ 円形介在物と無限

体中の2回 転だ円体状介在物の干渉問題を解析 し,2次

元と3次 元の干渉効果について比較検討 し応力集中の干

渉効果を明らかにすることを目的とする.

2 解 析 方 法

本解析方法をFig. 2(b)に 示すような,遠 方で一様なx

方向の一軸引張応力 σ∞xが作用している無限体中の大き

(a) Two elliptical inclusions (b) Two ellipsoidal inclusion

Fig. 1. Problem A.
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(a) Two elliptical inclusions (b) Two ellipsoidal inclusion

Fig. 2. Problem B.

さの等 しい2つ の回転 だ円体状介在物の干渉問題 を例 に

とって説 明する.こ の問題 は,重 ね合 わせの原理 に基づ く

体積 力法 の考 え方 により,介 在物 のない無限体 中の2つ

の円周上[ρ=acosα, ζ=±(d+bsinα)]に 大 きさが

cos2ψ またはsin2ψ で 変化す るr, θ, z方 向 の集 中力の輪

が作用するときの任意の点(x=acosΨ, y=d+bsinΨ)の

応 力場の解(KFrnn+KFθnn, KFznn, KFrntKFθnt KFznt)と変 位場の解

(KFrur+KFθur, KFzur, KFruz+KFθuz, KFzuz)を用 いて解 くことができる3),4

(その具体 的表示 は紙面 の都合上 省略す る).こ の とき問

題 は,母 材(EM, vM)お よび介在物(EI, vI)と 同 じ弾性 定

数 をもつ無限体(こ れ らを無 限体M,無 限 体Iと す る)

中 の仮想境界上 に分布 させた面積 ρdφdsの 微 小面素 に作

用 させ た体 積 力密 度 ρ*rM(α) ρ*θM(α) ρ*zM(α) ρ*rI(α

ρ*θI(α), ρ*zI(α)を未知 関数 とす る特異積分 方程式1

で表現 され る.

(1/2){ρ*rM(Ψ)cosΨ0+ρ*zM(Ψ)sinΨ0}

(1/2){ρ*rI(Ψ)cosΨ0+ρ*zI(Ψ)sinΨ0}

∫π/2-π/2KFrnnM(α,Ψ)ρ*rM(α)ds+∫ π/2-π/2KFθnnM(α,Ψ)ρ*θM(α)ds

∫π/2-π/2KFznnM(α,Ψ)ρ*zM(α)ds-∫ π/2-π/2KFrnnI(α,Ψ)ρ*rI(α)ds

∫π/2-π/2KFθnnI(α,Ψ)ρ*θI(α)ds-∫ π/2-π/2KFznnI(α,Ψ)ρ*zI(α)ds

=-σ ∞xcos2Ψ0cos2θ (1)

(1/2){-ρ*rM(Ψ)sinΨ0+ρ*zM(Ψ)cosΨ0}

(1/2){-ρ*rI(Ψ)sinΨ0+ρ*zI(Ψ)cosΨ0}

∫π/2-π/2KFrntM(α,Ψ)ρ*rM(α)ds+∫ π/2-π/2KFθntM(α,Ψ)ρ*θM(α)ds

∫π/2-π/2KFzntM(α,Ψ)ρ*zM(α)ds-∫ π/2-π/2KFrntI(α,Ψ)ρ*rI(α)ds

∫π/2-π/2KFθntI(α,Ψ)ρ*θI(α)ds-∫ π/2-π/2KFzntI(α,Ψ)ρ*zI(α)ds

=-σ ∞xsinΨ0cosΨ0cos2θ (2)

∫π/2-π/2KFrurM(α,Ψ)ρ*rM(α)ds+∫ π/2-π/2KFθurM(α,Ψ)ρ*θM(α)ds

∫π/2-π/2KFzurM(α,Ψ)ρ*zM(α)ds-∫ π/2-π/2KFrurI(α,Ψ)ρ*rI(α)ds

∫π/2-π/2KFθurI(α,Ψ)ρ*θI(α)ds-∫ π/2-π/2KFzurI(α,Ψ)ρ*zI(α)ds

=(σ ∞r-VMσ ∞θ)r/EMcos2θ (3)

∫π/2-π/2KFruzM(α,Ψ)ρ*rM(α)ds+∫ π/2-π/2KFθuzM(α,Ψ)ρ*θM(α)ds

∫π/2-π/2KFzuzM(α,Ψ)ρ*zM(α)ds-∫ π/2-π/2KFruzI(α,Ψ)ρ*rI(α)ds

∫π/2-π/2KFθuzI(α,Ψ)ρ*θI(α)ds-∫ π/2-π/2KFzuzI(α,Ψ)ρ*zI(α)ds

=-vM(σ ∞r+σ ∞θ)z/EMcos2θ (4)

こ こ で,ds=√a2sin2α+b2cos2αdα, -dρ=asinαdα, 

dζ=bcosαdα で あ る.ま た,Ψ0は 点(r, z)に お け る介 在

物 の 外 向 き 法 線 とr軸 と の な す 角 で あ る.特 異 積 分 方 程

式 の 未 知 関 数 で あ る ρ*rM(α) ρ*θM(α) ρ*zM(α)は 次 式 で

定 義 され る(ρ*rI(α) ρ*θI(α) ρ*zI(α)も 同 様).

ρ*rM(α)cos2ψ=dFr/ρdφds, ρ*θM(α)sin2ψ=dFθ/ρdφds

ρ*zM(α)sin2ψ=-dFz/ρdφds (5

ここで,dFr, dFθ, dFzは,面 積 ρdφdsの 微 小面素 に作用

す る体積 力の合力のr, θ, z方 向の成分である.式(1)～

(4)は 仮 想境界上 における境界条件 σnM-σnI=0, τntM-

τntI=0, UrM-UrI=0, UzM-UzI=0に 相 当 している.式(1), 

(2)は コ ーシー形,式(3), (4)は 対 数形 の特異性 を有 す

る項 を含んでいる.そ のため式(1), (2)に 含 まれ る積分

が特異性 を含む ときコーシーの主値 をとるものとする.

結 局 問題 は式(1)～(4)の 未 知 関数 ρ*rM(α)～ ρ*zI(

を求 め ることに帰着 され る.い ま,基 本密度関数 を以下

の ように定義する.

wr3(α)=wθ3(α)=nr(α), wr4(α)=wθ4(α)=nr(α)sinα

wz1(α)=nz(α)/sinα, wz2(α)=nz(α) (6)

(7

こ こ で,wr3(α), wθ3(α), wz1(α),は 純 粋 せ ん 断 を 受 け て い

る 回 転 だ 円 体 状 介 在 物 が 単 独 に 存 在 す る場 合 を厳 密 に 表

現 す る体 積 力 の 基 本 密 度 関 数 で あ る.

そ して,ρ*rM(α)～ ρ*zI(α)を 以 下 の よ う に 基 本 密 度 関

数 と 重 み 関 数 ρr3M(α)等 で 表 現 す る.

ρ*rM(α)=ρr3M(α)wr3(α)+ρr4M(α)wr4(α)

ρ*θM(α)=ρ θ3M(α)wθ3(α)+ρ θ4M(α)wθ4(α)

ρ*zM(α)=ρz1M(α)wz1(α)+ρz2M(α)wz2(α)

ρ*rI(α)=ρr3I(α)wr3(α)+ρ ｒ4I(α)wr4(α)

ρ*θI(α)=ρθ3I(α)wθ3(α)+ρ θ4I(α)wθ4(α)

p*zI(α)=ρz1I(α)wz1(α)+ρz2I(α)wz2(α) (8)

本研究では,未 知関数を連続関数として近似するため

に次のような表現を用いる.

ρr3M(α)=ρ θ3M(α)=M/2Σn=1anMtn(α), ρz1M(α)=M/2Σn=1cnMtn(α)

ρr4M(α)=ρ θ4M(α)=M/2Σn=1bnMtn(α), ρz2M(α)=M/2Σn=1dnMtn(α)

ρr3I(α)=ρ θ3I(α)=M/2Σn=1anItn(α), ρz1I(α)=M/2Σn=1cnItn(α)
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ρr4I(α)=ρ θ4I(α)=M/2Σn=1bnItn(α), ρz2I(α)=M/2Σn=1dnItn(α)

(9

ここで,Mは-π/2≦ α ≦ π/2の 範 囲の選点数である.

tn(α)=cos{2(n-1)α} (10)

以上の離散化の方法により,特 異積分方程式は,係 数

anM, bnM, cnM, dnM, anI, bnI, cnI, dnIについての4M元 の連立

方程式に還元 される.以 上の解析方法により無限体中の

2つ の等大回転だ円体状介在物の境界上の応力分布およ

び最大応力を求める.

3 解析結果および考察

本解析では,弾 性比EI/EM=10-5(孔,空 か)お よび

EI/EM=105(剛 体介在物)の 場合について,2次 元 と3

次元問題の応力集中の干渉効果 を比較する.な お,弾 性

比が現実の弾性介在物に近い場合の詳細な検討を今後行

う予定である.

Fig. 3. Stress (σt) distribution.

(a/b=1, a/d=0.9, σ∞x=0, δ∞y=0, EI/EM=10-5).

Fig. 4. Stress (σt, σθ) distribution.

(a/b=1, a/d=0.9, δ∞x=1, δ∞y=0, δ∞z=0, EI/EM=10-5).

3.1 境 界 に沿 った応力分布

列 と直角方向 に引張 った場合(問 題B)に お いて,母

材 と介在物境 界に沿 った応 力(σn, σt, σθ, τnt)の 分布 を

Fig. 3～6に 示 す.こ こで,弾 性 比 はEI/EM=10-5, 105,

形 状 比 はa/b=1, b/d=0.9で あ る.図 中の破線 は,無 限

板 中(無 限体中)に 円形介在物(球 状介在物)が 存在す

る場合の応 力分布 である.こ の2次 元 と3次 元 問題 の応

力分布 を比較す ると,応 力集 中の数値 はいくぶん異 なる

ものの良 く似 た応 力分布 になっている.EI/EM=10-5の

場 合(Fig. 3, 4)は Ψ=-90° で の σtが最 も大 きい引張応力

であるので これに注 目す る.ま た,EI/EM=105の 場 合

(Fig. 5, 6)は Ψ=-90° で σnに干渉効果 によって大 きな圧

縮応 力が生 じてい るが,界 面の剥離 に重要 なのは引張応

力なので,Ψ=0° 付 近の σnの最大 引張応 力 に注 目す

る.な お,列 方向に引張 った場合(問 題A)の 応 力分布

は文献5)に 示 している.問 題Aの 応力分布 にも問題Bと

同様 の傾 向があり,干 渉効果 の比較で は,EI/EM=10-5

Fig. 5. Stress (σn, σt, τnt) distribution.

(a/b=1, a/d=0.9, σ∞x=1, σ∞y=0, EI/EM=105).

Fig. 6. Stress (σn, σt, σθ, τnt) distribution.

(a/b=1, a/d=0.9, δ∞x=1, σ∞y=0, σ∞z=0, EI/EM=105).
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の場合 には σtの最大応力 に,EI/EM=105の 場 合 には σn

の最大応力 に注 目す る.

3.2 列 方 向に引張 った(問 題A)場 合 の干渉効 果の

比較

形 状比 がa/b=1, 1/2, 2の 場 合,介 在物 間の距 離

a/dを 変 化 させ た と きの最 大応 力の 値 と発 生 位 置 を

Table I～IIIに 示 す.こ こで σ0は無限板 および無限体 中

に介在物 が単独 に存在 す る場合の応力集 中係数で あ り,

σmaxはa/dを 変 化 させ たときの最大応力で ある.こ れ ら

の表 で,σmaxは,EI/EM=10-5の 場 合 σtの最 大引張応

力で あ り,EI/EM=105の 場 合 σnの最 大引張 応力 で あ

る.Table I～III中 の 干渉効果 σmax/σ0を2次 元(実 線)

と3次 元 問題(破 線)と で比較 してFig. 7～12に 示 す.

EI/EM=10-5の 場 合,a/dが 大 きくなるにつれて最大応

Table I. Values and positions of the maximum stress in Fig. 1

Fig. 7. Comparison of the interaction effect in Fig. 1

Fig. 8. Comparison of the interaction effect in Fig. 1

力 は小 さくな り,干 渉効果 はほぼすべての範 囲で2次 元

問題の ほうが大 きくなっている.ま た,EI/EM=105の

場 合,a/dが 大 きくなるにつれて最大応力 は大 きくなり,

干 渉効果 はほぼすべての範囲で三次元 問題 のほ うが大 き

くなっている.

3.3 列 に直角方 向に引張 った(問 題B)場 合 の干渉

効果の比 較

形状 比 がa/b=1, 1/2, 2の 場 合,介 在物 間の距離

a/dを 変化 させたときの最大応力の値 と発生位置 をTable 

IV～VIに 示 す.

Table I～IIIと 同様 に,σmaxは,EI/EM=10-5の 場 合

σtの最大引張応力で あり,EI/EM=105の 場 合 σnの 最大

引張 応力 で ある.Table IV～VI中 の 干渉 効果 を2次 元

(実 線)と3次 元 問題(破 線)と で比較 してFig. 13～

Table II. Values and positions of the maximum stress in Fig. 1

Fig. 9. Comparison of the interaction effect in Fig. 1

Fig. 10. Comparison of the interaction effect in Fig. 1
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18に 示す.EI/EM=10-5の 場合,a/dが 大きくなるにつ

れて最大応力は大きくなり,干 渉効果はほぼすべての範

囲で2次 元問題のほうが大きくなっている.ま た,EI/EM

=105の 場合,a/dが 大きくなるにつれて最大応力は小

さくなり,干 渉効果はほぼすべての範囲で2次 元問題の

ほうが大 きくなっている.

4 結 言

本研究では,体 積力法の特異積分方程式 を利用 して無

限板中の2個 のだ円形介在物,お よび無限体中の2個 の

回転だ円体状介在物の干渉問題を列方向の引張(問 題A)

と列に直角方向の引張(問 題B)問 題についてそれぞれ

解析 した.介 在物間の距離および母材と介在物の弾性比

を変化 させて,母 材 と介在物境界上の正確な応力分布 を

求め図表に示 した.さ らに得 られた応力分布をもとに,2

Table III. Values and positions of the maximum stress in Fig. 1

Fig. 11. Comparison of the interaction effect in Fig. 1

Fig. 12. Comparison of the interaction effect in Fig. 1

次元 と3次 元の問題の応力集中の干渉効果について比較

検討した.こ の得 られた結果をまとめると以下のように

なる.

(1) 無限板中の2だ 円孔 と無限体中の2だ 円体状空

かの干渉問題において,界 面の接線方向の最大応力 σtに

注 目して応力集中の干渉効果 を比較 した.問 題Aで は

a/dの ほぼ全範囲で2次 元問題のほうが3次 元問題 より

も5%程 度干渉効果が大きく現れる.ま た,問 題Bで は,

a/d>0.4の 範囲で2次 元問題の方が3次 元問題 よりも

干渉効果が大きく現れ,a/d=0.9で は50%の 程度の差

になる.

(2) 無限板中の2だ 円形剛体介在物 と無限体中の2

だ円体状剛体介在物の干渉問題において,界 面の接線方

向応力 σnに注 目して応力集中の干渉効果 を比較 した.

Table IV. Values and positions of the maximum stress in Fig. 2

Fig. 13. Comparison of the interaction effect in Fig. 2

Fig. 14. Comparison of the interaction effect in Fig. 2
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Table V. Values and positions of the maximum stress in Fig. 2

Fig. 15. Comparison of the interaction effect in Fig. 2

Fig. 16. Comparison of the interaction effect in Fig. 2

問 題Aの 場合 は,a/d>0.7の 範 囲 で3次 元 問題 の方 が

干渉効果 が大 きく現れ る.一 方,問 題Bの 場合 は,a/d

の ほぼ全範囲で2次 元問題のほ うが3次 元 問題 よりも5%

程 度 干渉効果が大 きく現れ る.
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