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論 文

異種接合界面に接す るき裂の √areaパ ラメータによる

応力拡大係数評価式 †
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Stress Intensity Evaluation Formula for a Crack Terminating 

at an Interface by •ãarea Parameter 

by 
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To evaluate arbitrary shaped defects or cracks terminating at an interface, a formula is proposed in terms of 

Murakami's •ãarea parameter for the maximum stress intensity factors. Here •garea•h is the projected area of the 

defects or cracks. First, the solution for a rectangular crack, which is perpendicular to and terminating at a bimaterial 

interface, is considered with varying the aspect ratio of the crack and combinations of materials constants systemat-

ically. Then, the maximum stress intensity factors at the other side of the interface are expressed as a function of the 

elastic ratio of the materials. On the other hand, the general stress intensity factors at the interface is expressed as a 

function of Dundurs parameters ƒ¿ and ƒÀ. Those expressions are usefully evaluating the defects under any combina-

tions of the materials.
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1 緒 言

3次 元き裂の解析 は構造物に存在する多 くの欠陥の評

価に有効である.村 上ら1)は,実 際問題でたびたび遭遇

するような欠陥について,実 用的に十分な精度で予測す

る方法を確立することを目標として,以 下のような任意

形状き裂の最大応力拡大係数を求める評価式 を提案した.

表面き裂1)について

KImax=0.65σ √√area (1)

内部 き裂2)について

KImax=0.50σ √√area (2)

ここでareaは き裂の面積と見なす面積であり,具 体的定

義は次章で与えられる.

これらの評価式は,均 一材中の欠陥の評価に有用であ

り,多 くの研究者により用いられている.最 近では,複

合材料等の使用が各分野に広がることに伴って,異 種材

料接合界面近傍のき裂の研究が多くなされてきた.し か

し,実 用上問題 となる3次 元き裂の解析は比較的少なか

った.最 近著者等は異種接合界面に接する3次 元長方形

き裂の応力拡大係数を体積力法の特異積分方程式 を,精

度よく数値解析することによって求めた.3)そこで,本 研

究では種々のき裂形状比 と材料の剛性比,お よびポアソ

ン比の組み合わせに対 してその応力拡大係数を検討する.

そして,式(1), (2)に 相当する√areaを用いた評価式を

異種接合界面に近接 して存在する欠陥(Fig. 1)の 評価へ

拡張することを目的とする.こ こで解析モデルとして異

種接合半無限体中の界面に接する長方形き裂を考 える.

x2=0が 界面である.

Fig. 1. Crack terminating at an interface.
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2 非界面側き裂前縁における応力拡大係数の最大値

界面に接 して存在する長方形き裂のモデル(Fig. 1)を

考える.界 面 と反対側の応力拡大係数の最大値 は(x1,

x2)=(0,2b)に 生じる.こ こでは以下で示される無次元化

表示 を用いた.

KI=lim
r→0σ33(γ,θ)｜θ=0√2r(x2=2b) (3)

FI=KI/(σ ∞33√b) (4)

F*I=KI/(σ ∞33√√area) (5)

こ こで,areaは き裂 の 面 積 と見 なす 面 積 で あ り,a<

5bの とき,aeea=4ab, a≧5bの ときarea=20b2で ある.

ま た本 論 文 で はa≧bの 場 合 を取 り扱 っ た.Table I, 

IIに,異 種 接 合界 面 に 接す るき裂 の(x1,x2)=(0,2b)に お

け る応 力 拡 大 係 数FI, FI＊を示 す.ま た,Table IIIに

Tabl I, IIの それ ぞ れの μ2/μ1とv1, v2の 組 み合 わせ に

対 す るDundursの パ ラメ ー タ α,β の値 お よび 次 章 で 定

Table I. Dimensionless stress intensity factor FI at (xi,x2)=(0,2b) in Fig. 1.

Table II. Dimensionless stress intensity factor FI* at (x1,x2)=(0,2b) in Fig. 1.
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Table III. Dunders parameters ƒ¿, ƒÀ and singular index ƒÉ as a root of eqn (10).

義 す る特 性 方 程 式 の根 λの値 を示 す.

Table I, IIに は長方 形 き裂 の形 状 比a/b=1～ ∞ の

結 果 とa/b=1とa/b→ ∞ の 比 も示 す.こ の比(a/b=

1)/(a/b→ ∞)をTable IとTable IIで 比 較 す る と,

Table Iで はその比 が0.51～0.84の 範 囲 にあ るの に対 し

て,Table IIで はそ の比 がほ とん どの 場 合 に1±0.25≒

1の 範 囲 に あ って 形 状 比 の 影 響 が比 較 的小 さい こ と が わ

か る.す なわ ち全 体 と して はFI＊ の 値 がa/bの 変 化 に対

して狭 い範 囲 に納 まっ て お り √areaに よ る整 理 が有 用 で

あ る こ とが わ か る(但 し μ2/μ1≧10で はむ しろFIの 値

の方 が変 化 が小 さくな っ て い る).ま た,Table I, IIに

お い てポ ア ソ ン比 の組 み 合 わせ が種 々 に変 わ って も剛 性

比 μ2/μ1が同じであればポアソン比の影響は比較的小 さ

い.す な わ ち,FI, FI＊の値 は主 と して,μ2/μ1の 値 に よ

っ て 決 ま る.そ こでFI＊ を μ2/μ1の 関 数 と して 最 小2乗 法

に よ っ て 近 似 式 を 求 め る.そ の 結 果 を 式(6)に 示 す.

F*I(x)=0.639-0.356x+0.292x2-0.081x3

μ2/μ1≦1.0 x=μ2/μ1 (6)

μ1/μ2≦1.0 x=2-μ1/μ2

Fig. 2 (a), (b)に 示 す よ うに式(6)の 値 は それ ぞ れ の ポ

ア ソン比 に対 して,各 形 状 比 の 平 均 値 と大 体 にお い て 良

く一致 してい る.特 に,式(6)に お いて μ2/μ1=0と おけ

ばFI＊(x)=0.64と な り式(1)に ほぼ一 致 す る.ま た μ2/μ1=

1と お くとFI＊(x)=0.49と な り式(2)に ほぼ一 致 す る.

3 界 面側 き裂 前 縁 にお け る

一 般化 応 力 拡 大係 数 の最 大値

こ こで は,以 下 で定 義 され る一 般 化 応 力拡 大 係 数FI,λ

の値 を議 論 す るこ とにす る.

KI,λ=limr
→0σ33(r,θ)｜ θ=0(2r)1-λ(x2=0) (7)

FI
,λ=KI,λ(σ ∞33b1-λ) (8)

F*I,λ=KI,λ/(σ ∞33√area1-λ) (9)

こ こ で λは 以 下 の 特 性 方 程 式4)の 根 で あ る.

4Aλ2+2cos(λ π)-A-B=0

A=(μ1-μ2)/(μ1+κ1μ2) (10)

B=(κ2μ1-κ1μ2)/(μ2+κ2μ1)

Table IVにFig. 1の 点(x1,x2)=(0,0)に お け る 応 力 拡

Fig. 2. Stress intensity factors for a rectangular crack terminating at an interface at x2=2b.
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Tabie IV. Dimensionless stress intensity FI, λ factor at (x1,x2)=(0,0) in Fig. 1. [(): eqn (11), () *: when β<-0.4]

大 係 数FI, λの値 を示 す.ま たTable Vに √areaで 整 理

したFI＊, λの 値 を示 す.Table IV, Vに は長 方 形 き裂 の形

状 比a/b=1～ ∞ の結 果 とa/b=1とa/b→ ∞ の比 も示

して い る.こ の比(a/b=1)/(a/b→ ∞)をTable IVと

Table Vで 比 較 す る と,Table IVで は そ の比 が0.40～

0.90の 範 囲 に あ るの に対 して,Table Vで は その 比 が ほ

とん どの 場 合 に1±0.15≒1の 範 囲 にあ って形 状 比 の影

響 が比 較 的小 さい こ とが わ か る.す なわ ち全 体 と して は

FI＊, λの 値 がa/bの 変 化 に 対 して 狭 い 範 囲 に 納 ま っ て お

り √areaに よ る整 理 が有 用 で あ る こ とが わ か る.但 し

μ2/μ1≧10の ご く一 部 で は む しろFIの 値 の方 が変 化 が

小 さ くな って い る.

Fig. 3にa/b=1とa/b=8に つ い て ポア ソ ン比 の組 み

合 わせ を種 々 に変 化 させ てFI＊, λと μ2/μ1の 関 係 を示 す.

Table IIと 異 な り,この場 合 に はFig. 3 (a), (b)と もに ポ

ア ソ ン比,v1, v2の 影 響 を大 き く受 け るた め これ らを

μ2/μ1の 関係 と して整 理 す るこ とはで きない.一 方Table 

Vに 示 す よ う に,μ2/μ1, v1, v2が 一 定,す な わ ち

Dundursの パ ラ メ ー タ α,β が 一 定 で あれ ば(Table III

参 照)FI＊, λの 値 はほ ぼ 一 定 にな る.そ こで,FI＊, λを α,β

の関 係 と して整 理 す る.

陳 ・西 谷 は2次 元 問題 につ い て以 下 の 近似 式 を提 案 し

てい る.5)

FI,λ=1-2λβ/1-2λβFII,λ×21-λ (11)

FII ,λ=KII,λ/(σ ∞23b1-λ) (12)

FII
,λ=limr→0σ23(r,θ)×r1-λ (13)

β>0の とき

FII,λ=[0.842+0.202β+0.816β2+0.276β3](1-α)

+[-0.119+0.275β-3.038β2+9.547β3](1-α)2

-[0 .020+0.769β-7.156β2+21.812β3](1-α)3 

(14)

β≦0の とき

FII ,λ=[0.842+0.481β+0.752β2-1.048β3](1-α)

+[-0.119-0.847β-3.354β2-7.686β3](1-α)2

-[0 .020-0.247β-1.262β2-3.021β3](1-α)3 

(15)

FI*,λ=(b/√area)1-λFI,λ (16)

まず,式(11)～(15)を 用 いて 求 め るFI , λの 値 をTable 

VIの()内 にa/b→ ∞ の解 析 結 果3),5)と 比 較 して示 す.

Table VI (b)に 示 され る よ う に β<-0.4で や や誤 差 が大

と な り,20%以 上 とな る場 合 が あ る.し か し,β>-0.4

で は誤 差3%程 度 以 内 で2次 元 問 題 の 応 力 拡 大 係 数 を評

価 で きる.式(11)の 値 をTable IVの()内 に も示 す.

一方
,式(16)のFI＊, λ の値 をTable Vの()内 に示 す.

これ よ り式(11)～(16)を 用 い れ ば,β>-0.4で は,界 面

に 接 す る3次 元 き裂 の応 力 拡 大 係 数 の 最 大 値 が,誤 差

15%程 度 以 内 で求 め られ る こ とがわ か る.
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Table V. Dimensionless stress intensity F'1ƒÉ factor at (x1,x2)=(0,0) in Fig. 1.[(): eqn (16), (): when ƒÀ<-0.4]

Fig. 3. Stress intensity factors for a rectangular crack terminating at an interface at x2=0.

4 結 言

異種接合界面に接する3次 元き裂の問題(Fig. 1)を 材

料の剛性比 μ2/μ1とポアソン比を種々に変化させて考察

した.そ の結果,以 下のような点が明らかになった.

(1) 界面と反対側の応力拡大係数の最大値は,ポ アソ

ン比の影響が比較的小さく,主 としてμ2/μ1のみによっ

て決まる.よ って任意形状のき裂の最大応力拡大係数を

与える以下のような式を提案 した.

FI*(x)=0.639-0.356x+0.292x2-0.081x3

μ2/μ1≦1.0 x=μ2/μ1

μ1/μ2≦1.0 x=2-μ1/μ2

(2)界 面 に接 す る側 で の一般 化応 力 拡 大 係 数 の最 大 値

は,ポ ア ソ ン比 と μ2/μ1の 両 者 の影 響 を大 き く受 け る.

しか し,Dundursの パ ラメ ー タ α,β が 同 じで あ れ ば,

一 般 に形 状 比a/bの 影 響 は小 さ い .よ って2次 元 問 題
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Table VI. Accuracy of Eqn (11) in Fig. 1 when a/b→ ∞ (Chen-Nisitani, 1993).

(a/b→ ∞)に つ い て 提 案 さ れ た 応 力 拡 大 係 数5)を,

√areaで 無 次 元 化 して3次 元 き裂 を評 価 した.そ の 結

果,き 裂 の形 状 比a/bに 関 わ らず 誤差15%程 度 以 内 で評

価 で き るこ と を示 した.
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