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In this study, singular fields at the ends of fibers are discussed by the use of models of rectangular 

and cylindrical inclusions in a semi-infinite body under pull-out force. The body force method is used 

to formulate those problems as a system of singular integral equations where the unknown functions 

are densities of the body forces distributed in a semi-infinite body having the same elastic constants 

as those of the matrix and inclusions. Then, generalized stress intensity factors at the corner of 

rectangular and cylindrical inclusions are systematically calculated with varying the elastic modulus 

ratio and aspect ratio of inclusions. The effects of elastic modulus ratio and aspect ratio of inclusion 

upon the stress intensity factors are discussed.
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1. 緒 言

繊維強化複合材料 において強化繊維を用 いる 目的とし

て,加 える荷重 を繊維 に分担 させ る,い わゆる荷重転移

によ る効果 が挙 げ られ る.す なわち,母 材に作用す る荷

重を強化繊維が分担 して負担す る事 によって,低 強度で

ある母材 を強化 し,比強度,比 弾性 率の高い複合材料 を

つ くる ことが可能 となる.し か し,一 方で繊維端部 に生

じる特異応力が原因となって発生 したき裂が伝播 し破断

に至 る現象 が生 じる(1),(2).このため,著 者 らはさきに

このよ うな特異応力場の強さを厳密に解析 して繊維 のア

スペ ク ト比と剛性 比の影響 を議論 した(3).

強化繊維 を用 いるもう1つ の目的 として,き 裂が繊維

の影響で屈折する事や,繊 維が 引抜かれ ることによる高

じん化 の機構 も重 要である.特 に,繊 維が 引抜かれ る際

の力学 的挙 動を解 明す るには,(1)母 材 と繊維 の界面 に

生 じる剥離 の過程 と(2)繊 維 が引抜ける過程の両者 の

把握が必要であ り,これ らが複合材料 の じん性 を高める

ことに寄与する と考 え られる.こ のような繊維 引抜 けの

強 じん化 の挙 動を明 らかにするため,こ れ まで に,界 面

の結合力が低下 して剥離が生 じた後,繊 維 と母材間 に生

じる,すべりや摩擦などの相互作用について多くの研究

が行われている(4)～(6).しかし,繊 維引抜けの初期に

おいて剥離の原因となる,繊維と母材の端部および表面

に生じる特異応力場を正確に解析した研究は見当らな

い.

そこで本研究では,繊 維のモデルとして長方形介在

物,円柱形介在物が半無限体の表面に存在する場合を考

え,介在物に引抜力を与えた場合の介在物端部および表

面の特異応力場の強さを解析し考察する.解析において

は,境界条件を満足すべき界面を幾つかの基本区間に分

割し,各区間での未知関数である体積力密度を基本密度

関数と多項式で近似する方法を用いる(3).
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Fig.1 (a)A rectangular inclusion (b) a cylindrical inclusion 

in a semi-infinite plate(body) under pull out force
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2.　繊 維 端 部 の特 異 応 力 場 と

一般 化 応 力拡 大 係 数

図1(a)は,長 方形介在物が表 面に存在 する場合の問題

を示 し,図1(b)は 円柱形介在物 が表面 に存在する場合の

問題 を示す.

長方形介在物お よび円柱形介在物 の端部Aで の応 力

拡大係数(7)は 以下 の式(1),(2)で 定義 され る.こ こ

で,Dundurs parameter α,βを用 いれ ば,母 材 と介在物の

2つ の 材 料 で β(α-β)>0の と き,λ1, λ2は

0<Re (λi) <1(i= 1,2)の内 の実数値 の根 とな り,特 異応

力場は式(1)で 表 され る.

(1)

母 材M -3π /4〓 θ 〓3π/4で は,

(2)

(平面応 力)

(平面 ひず み)
(i=M, I)

次 に,端 部Bの 応 力拡大 係数(8)は 以下 の式(3),(4)

で 定 義 さ れ る.こ の場 合 α(α-2β)>0の と き λ が

0<Re(λ)<1の 範 囲の実数値 の根 となる.

(3)

母 材M 0〓 θ 〓π /2で は,

(4)

ここで,λ1, λ2,λは幾何条件 と材料条件 よ り得 られる特

性方程 式の根(7),(8)で ある.

3.　 解 析 方法

3・1　 体 積 力法 の特異 積 分方 程 式 図1の 問題

の解析 に際 して,角 部Bの 特異応 力場の研 究は少な いの

で,ま ず,図2の ような引張 問題を扱 った.以 下では図

2の長方形介在物 を有する半無限板の問題を対象 として

解析方法 を説明する.図1の 解析法 も以下 の式でσ∞nM等

の表現 が異 なるのみでほぼ同様である.こ こで,lx,lyは

介在物 の寸法,σ∞xは無限遠で の引張応 力である.ま た,

母材 と介在物 のそれぞ れの横弾性 係数 とボ アソン比を

GM,VMお よびGI, VIと す る.こ の問題 は重ね合わせの

原理 に基づ く体積力法の考え方によ り,半無限板中の一

点 に集中力が働 くときの任意の点の応力場の解 と変位場

の解hFnMnn(図1(b)では半無限体 中の集 中力の輪による解

(9)とみなす)を 用 いて解 く ことができる.こ の とき問

題 は,母 材 と同 じ弾性定数 を もつ半無限体Mな らび介

在物 と同 じ弾性定数 をもつ半無限体Iに 分布させた体 積

力密度FnM, FtM,, fnI, Ftlを未知関数 とする特異積 分方程

式(5),(6)で 表現される.

(5)

Fig.2 A rectangular inclusion model in a semi-infinite plate 

under tension
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(6)

式(5),(6)は 介在 物界 面 の境界 条 件 σnM=σni,

τntM=τnti, UM=uI, vM=vIに 相 当 してお り,σ∞nM等は無

限遠 の引張 りによ り生 じる応力で ある.

3・2　 角部A近 傍 の離散 化数値 解析 ここでは,

介在物角部A近 傍の数値解析法は以下の ようになる.角

部A以 外の部分の解法 もほぼ 同様で あるが,以下 のよう

な対称 と逆対称変形 を表す密度分布 を用いない点が異な

る.長 方形介在物 となるべ き境界 をいくつかの基本 区間

に分 けた例 を図3に 示す.長 方形介在物 の端部A近 傍で

は,一 般 にモー ド1とモー ドIIの2種 類の変形が生 じる

ので,仮 想境界上 に分布 させ るべき体積力FnとFtに 対

して 図3の θ=0方 向 に関す る対称 形(モ ー ドI)と 逆

対称 形(モ ー ドII)の2種 類の分布形式 を採用する.図

3の端部Aの 範 囲に分布 させる体積 力 を以下 に示すよ う

に基 本密度 関数(γ1λ1-1, γ1λ2-1:端部 に対 して対称および

蓮対称 変形を表現 する分布密度)と 重み関数WInM～WIItM

等(10)で 近似す る(式(7)).

(a) (b)

(7)

(8)

式(7)に 含 まれる基本密度関数 γ1λ1-1, γλ2-1は端部A

先端近傍 につ いて体積 力密度の分布 を精度 良く表現す る

ための関数 で,そ れぞれ対称形(モ ー ドI)と 逆対称形

(モー ドII)の 変 形を表現する.本 解 析で用いる式(7),

(8)の 表現 は,特 異応力場 に対応す る変形様式以外 の変

形を含 まない.従 って,式(8)の 右辺 に示 され るよう

に無 限板1に も端部の変位 を一致させるよ うに無限遠 に

おける応 力σ∞nを作用 させ る.以 上 のような離散化手法

によ り,境 界上 に適当 に選ん だ点 での境界条件か ら式

(8)のan～hn等 の係数 を決定すれば,特 異積 分方程式

(5),(6)の 解 が得 られ る.体 積力密度 は角部Aで 無限

大 となるため,数値解析法 によって求め ることは困難で

あ るが,式(7)中 の重み関数 は,角 部先端付近で も有

限な値 となるので,高 精度 の解 析が可能 となる.介 在物

の端部Aに 関 して定 義された応 力拡大係数KI, λ1, KII, λ2

は 端部A先 端 で の重 み関数 のWIn(0), wIIn(0), WIt(0),

WIIt(0)から求め られ る.

3・3　 角 部B近 傍 の離 散化 数値 解析 図2に お

ける長方 形介在 物の端部Bで は,体 積 力密度FnとFtを

以下 のよ うに近似する.

(9)

端部Bに お ける特 異応 力場 の強 さ を表 すパ ラメータ

KI ,λ1,KII,λ2,Kは,端 部B(r2=0)に お ける重 みの値

WIn(0),wIIn(0),WIt(0),WIIt(0)か ら直接求 まる(6).す な

わ ち,ま ず図4に 示す ような,半 無 限板中のr軸 上 に密

度がそれぞ れp×rλ-1とQ×rλ-1で あるθ方 向とr方向の

体積 力の分布 による領域1と2に お けるそれぞ れの応 力

の分布 を求め る.そ の応力分布 は,次 のよ うに複 素応 力

関数か ら計算 され る(式(10),(11)は 文献(8)に 与 え
Fig.3 Boundary division ((a) ly / lx=2, (b)ly/ lx=10)
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られ ているが,ミ スプ リン トを訂正 した).

(10)
こ こで,

(平面応 力)

(平面ひず み)

(11)

式(10)中 の θを,θ=π/2と お い て,式(10)を σθj

(=σxj),τrθj(=τxyj)に つ い て 解 く と,次 の よ う に な る.

(12)

特 異 応 力 場 の 強 さ(式(3)のK)を 求 め る に は,式(3)

と式(12)を 比 べ て, K=σxjr1-λ/fθ θ=Sσj/fθθま た は,

K=τxyjγ1-λ/fγ θ=Sτj/fγθとな る こ とか ら,式(11)中

のP,Q,υ,γ に, P=WnM (0), Q=WtM(0), υ=υM(ま た

は, P=WnI(0), Q= WtI(0), υ=υI),γ=π/2を 代 入 す る

と,Kの 値 が 求 め られ る.

4. 解 析 結 果 お よ び 考 察

以 下 で は 図1,図2の 角 部Aの 界 面 の特 異 応 力 の強 さ

を 表 現 す る た め,次 式 のFσ,I, Fσ,IIを用 い る.ま た,角

部Bに 関 して 次 式 で 定 義 さ れ る 尾 を用 い る.

図1,図2の 角 部Aに 関 して,

(13)
図1,図2の 角 部Bで は,

(14)

こ こで,σ=P/(2lx)(図1(a)),σ=P/(πl2r)(図1(b)) ,

σ=σ∞x(図2)で ある.

4・1 解の収束 性 図2に 示すよ うな長方形介在

物の端部 の問題 において,介 在物 と母材 の寸法や剛性比

GI/GMを 変 え て介 在 物 端部A,Bの 応 力 拡 大係 数

Fσ,I(A),Fσ,II(A),Fσ(B)の 解 析 を行 った.表1は,

Fσ,I(A),Fσ,II(A),Fσ(B)の値 の収束 の例を示す.計 算 に

用 いた境界の基本 区間 の例 を図3に 示す.表1の 結 果は

良好 な収束性 を示 して いる.本 研究 では表1以 外 のすべ

ての場合 について も同様 の検討 を行 った.そ の結果,境

界 を図3に示す ような基本区間 に分割 し前節の解析 法を

適用す る ことによ って,各 基本 区間の選点数M=4～6

で のFσ,I(A), Fσ,II(A),Fσ (B)の 値が有効数字3桁 程度 ま

(i)

(ii)

(iii)

Fig.4 Distribution of the body forces which are

proportional to rλ-1

Table 1 Convergence of Fσ, I (A), Fσ
, II (A), and Fσ (B)

in(i) Fig.2, (ii) Fig.1 (a), (iii) Fig.1 (b)
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で収束 してお り,良好な結果が得 られて いる ことが確認

された.

4・2 板 状 接 合試 験 片 接 合 端部 の 特 異 応 力場 の

強 さ 図1の 角部Bの よ うな接合端部 に生 じる特異

応 力場 を正確 に求めた研 究は少ない.そ こで本研究で は

まず,図5に 示すよ うな,2種 類の材料1と 材料2(横

弾性係数 とボアソン比をG1, ν1およびG2, ν2とす る)が

接合 された板状接 合試験 片の 引張 りを,第3節 の方法 で

解析 した.そ して,端 部Oの 特異応 力場 の強 さを,種 々

の材料組み合わせ につ いて求めた.表2と 図6に lx/ly =2

とDundursの 複合 パ ラメー タβ=-0.2, -0.1, 0,…, 0.4を固

定 し,α を変化 させて,角 点Oに おけるFσの値を示す.

陳 らの結 果(文 献(8)か らの読取値)は 誤差3%以 内

で本解 析結果 と一致す る.

4・3 表 面 に 存在 す る強 化 繊 維 の繊 維 に垂 直 方

向の引張 り 表3に 図2の 角部Aの 場合 のλ1, λ2と

表面 にある端部Bの 場合のλの値 を示す.表4に 長方形

介在物 が表 面にある場合 に,そ の形状比ly/lx=2, 5, 10の

端 部Aお よびBで の特 異応 力場 の強 さの解析 結果 を

GI/GMを 変化 させ て示す.図7は,介 在物が表面 にあ

る場合 の境界端部Bで の応 力拡 大係数 酷(B)を,板 状接

合試験片 の境 界端部0で の応 力拡大係数 尾(O)で 除 し

た値 を示す.Fσ(B)/Fσ(O)の 値 は, ly/lxの増加 に伴 って

Table 2 Fσ at the corner O for bonded strip in Fig.5

Table 3 Singular index λ1, λ2 at the corner A and singular

index λ at the comer B(see Fig.2)

Fig.5 Bonded strip

Fig.6 Fσ at the comer O fbr tension  σθ｜θ=90°
Fσ

/(r/ly)1-λ

Table 4 Stre ss intensity factor Fσ in Fig.2 at the corner A and B
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減少するが,ly/lx→ ∞で一定 となる傾向が認め られる.

GI/GMが 大 きいほ ど, Fσ(B)/ Fσ(O)の値 は小 さくなっ

て お り,介在 物の形状比 による影響 に比べ,剛 性 比によ

る影響 の方が大きい.

4・4 表面 に存 在す る強 化繊 維 の 引抜 き 一般

に炭 素繊維強化材料でGI/GM=61～118程 度,ガ ラス

繊維 強化 材料ではGI/GM=24～84程 度 である ことを考

慮 して(3),こ こで はGI/GM=10, 60, 100の 場合を解析

した.表5,図8で は長方形介在 物端部BのFσ(B)の 結

果を,引 抜力 の位置 を変化 させ て図示 した ものである。

(a)

(b)

Fig.7 Ratio of Fσ at B to Fσ at O (plane strain,

vM=vI=0.3)

Table 5 Fσ(B) for a rectangular inclusion when ly lx=10

under double pull-out forces (plane strain)

Fig.8 Stress intensity factor Fσ (B) for a rectangular inclu-

sion under double pull out forces when ly/lx=10 (plane

strain)

Tabie 6 FσI (A), FσII (A), and Fσ (B) for a rectangular inclusion

(a)under a single pull-out force(b)under double pull-out forces (plane strain)
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引 抜 力 が 端 部Bに 近 づ く に つ れ てFσ の 値 が 増 加 す る.

解 析 した0〓l/lx〓2/3の 範 囲 で 尾 は1.9倍 程 度 まで 変

化 す る.以 下 で は 長 方 形 介 在 物 でl=0(single force)と

l=lx/2 (double force)の 結 果 を示 す.ま た 円柱 形 介在 物

で はl=0の 結 果 を 示 す.表6に 長 方 形 介 在 物 が 引抜 力P

を受 け る 場 合 に,形 状 比ly/lx=2, 4,8, 10, 20, 30の

場 合 の 介 在 物 角 部A, Bで のFσ,I(A), Fσ, II(A),Fσ(B)の

値 を示 す.図9(a), (b), (c)は,長 方 形 介 在 物 のFσ,I (A),

Fσ, II(A), Fσ(B)の結 果 を図示 した ものである.角 部Aで

は引抜方法 の影響 は小 さく,角 部Bで は,引 張 方法の影

響が3割 ～4割 程度認 め られ る.

表7,図10(a), (b), (c)に,円 柱形介在 物が 引抜力P

を受 ける場合 の結果 を示 す.図9(a), (b)と図10(a), (b)

か ら,長 方形,円 柱形介在物 の両者で,繊 維 のアスペク

ト比の増 加 とと もに,角 部Aで の応 力拡大 係数Fσ, I,

Fσ, IIの値 は減少 し0に 近づ く傾向が認 め られ る.一 方,

図9(c)と 図10(c)よ り繊維のアスペク ト比 の増加 ととも

に角 部Bで の応 力拡大 係数Fσは,そ れぞれ のGI/GMの

値 に対 してly/lx =10程 度で,ほ ぼ一定値 とな る ことが

わか る.

5.　結 言

本研究で は,繊維引抜けの初期 において剥離 の原 因と

な る,繊維 と母材 の端部および表面に生 じる特異応 力場

を,体 積 力法 を用 いて正確に解析 し考察 した.解 析で

は,境 界 をい くつかの基本区間に分割 し,そ れぞれ の基

本 区間で体 積力密度(未 知関数)を 基本密度関数 と級数

の積で近似する離散化手法を用いた.得 られ る結果 を図

表 にま とめた ほか,結 論を まとめ ると以下 のよ うにな

る.

(1)繊 維 が引抜力 をうける場合,長 方形介在物,円 柱形

(a)

(b) (c)

Fig.9 Stress intensity factors (a)Fσ,I (A), (b) FσII (A), and (c) Fσ (B) for a rectangular inclusion under pull out force

Table 7 Fσ,I (A), Fσ, II (A), and Fσ (B) for a cylindrical inclusion under pull-out force
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介在物 ともに,繊維の アスペク ト比の増加 とともに角部

Aで の応 力拡 大係 数Fσ, I,Fσ, IIの値 は減少 し0に 近 づ く

傾 向が認め られ る.

(a)

(b)

(c)

(2) 繊維 のアスペク ト比の増加 とともに角部Bで の

応 力拡大 係数Fσは,そ れぞれのGI/GMの 値 に対 しては

ly/lx= 10程 度 でほぼ一定値 となる(図9,図10).長 方

形介在物 の引抜 きで,引 抜力の位置 を接合端部 に近 づけ

ると,調 べ た範 囲(0〓l/lx〓2/3)でFσ は1.9倍 程度

まで増加する(図8).

(3) 繊維 が横方向の引張を受ける場合,長 方 形介在 物の

端 部Bと 板状接合試験片 の境界 端部Oと の応 力拡大係

数の比Fσ(B)/Fσ(O)は,繊 維のアスペ ク ト比ly/lxの 増

加に伴 って減少す るが,ly/lx→ ∞で一定 となる傾向が

認め られる. GI/GMが 大 きいほど,Fσ(B)/Fσ(O)の 値 は

小さ くな ってお り,剛 性比 によ る影響 に比べ,介 在 物の

形状比 によ る影響 の方が小 さい(図7).ま た,板 状接

合試験片の文献(8)からの読取値 は本解析結 果 と誤差3%

以内で一致す る.
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Fig.10 Stress intensity factors (a) Fσ, I (A), (b) Fσ, II (A), and

(c) Fσ (B) for a cylindrical inclusion under pull out force

120


