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異種接合半無限体中の三次元長方形

界面き裂の応力拡大係数について*
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in Three Dimensional Bimaterials

Nao-Aki NODA*3, Chunhui XU and Yasushi TAKASE

*3 Department of Mechanical Engineering, Kyushu Institute of Technology, 

1-1 Sensui-cho, Tobata-ku, Kitakyushu-shi, Fukuoka, 804-8550 Japan

In this paper, stress intensity factors for a three dimensional rectangular interfacial crack are 

considered on the idea of the body force method. In the numerical calculations, unknown body force 

densities are approximated by the products of the fundamental densities and power series, here the 

fundamental densities are chosen to express singular stress fields due to an interface crack exactly. 

The calculation shows that the present method gives rapidly converging numerical solutions and 

highly satisfied boundary conditions. The stress intensity factors for a rectangular interface crack 

are indicated accurately with varying the aspect ratio, and biomaterial parameter. 
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1. 緒 言

近年,複 合材料 とみな しうる新 しい材料が機能性材

料 の集合体 であ る電子製 品な どに広 く用 い られてい

る.こ れ らの界面 を有す る部材 の破壊 は,接 合面の不

良接着部や はく離 を起点 として生 じた界面 き裂 の伝 ぱ

に支配 され ることが多 い.こ のため,異 種材料接合界

面の強度の正確 な評価が重要 となっている.界 面 き裂

の問題 に関 して,こ れ まで多 くの解析(1)-(18)がな され

ているものの,そ の多 くは特定 の材料の組合せ に対す

る数値計算である場合がほ とん どであ り,任 意の材料

の組合せ に対 して応力拡大係数が精度良 く与え られて

いる もの は円形界面 き裂(17),深 い環状 界面 き裂(18)と

リング状界面 き裂(19)に関するもののみであ る.

著者 らは前報(20)で,異種材 料接合半無 限体 中の三

次元界面 き裂問題 を,体 積力法の特異積分方程式で表

現 し,精 度良 く解析する方法 を考察 した.三 次元界 面

き裂 問題 を特異 積分 方程 式 として表現 す る こ とは,

陳 ・野 田 ・湯 ら(21)によって行わ れて い るが,一 般 に

界面 き裂 の問題 では変位の振動現象 と応力の振動特異

性がその厳密な解析 を困難 にしてい る.し か し,前 報

の方法によれば振動特異性 を厳密 に考慮す ることが可

能であるばか りでな く,き裂先端 の滑 らかな応力拡大

係数の分布 と,き 裂面全体 での高 い境界条件 の満足度

が得 られる.そ こで本研究で は,実 用上重要 な三次元

界面 き裂の形状比,お よび材料 の剛性比 を変化 させ て

それ らのパ ラメータが界面 き裂の応力拡大係数に及 ぼ

す影響 を明 らかにす る.

2. 異種材料接合界面三次元き裂の

特異積分方程式

図1の ようにx,y平 面 を接合界面 とす る無限体x,

y平 面に縦2b,横2aの 長 方形界面 き裂 を有 する.ま

た μ1,μ2は,そ れ ぞれ上 下材料 の横弾 性係 数υ1,υ2

は上下材料のボアソン比 であ り,界 面 き裂が遠方で応

力 σ∞2=σ0,τ∞yz=0,τ∞zx=0を受 け るもの とす る.陳 ・

野田 ・湯(21)らの体積 力法の考 え方 に基づ く特 異積分

方程式 は式(1)で 表 される.
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(1・a)

(1・b)

(1・c)

(1・d)

(1・e)

ここで,△ui (x,y)は ガ方向 のき裂上 下面 の変位差 で

あ り,〓 は発散積分の有 限部分 を表す.

3. 解 析 方 法 の 概 略

ここでは,前 報で詳述 した解析法 の概略 を示す.体

積力法 によってき裂 問題 を解析す る場合,体 積力対 の

密度関数が未知 となるが,そ の際,一 様表面力 を受 け

る無限板 の一つの き裂 に対す る厳密な密度 関数 を考慮

し,精 度 良 く解析する ことに成功 している.図2に 示

す接合無 限板 中の長 さ2aの 界 面 き裂 の縁 に一様垂直

応力 σ0とせ ん断 応力τ0と が作 用 す る問題 はRice-

Sih (4)によ って解 析 され てお り,こ の解 を用 いれ ば,

き裂のない接合半無限板中の長 さ2aの 仮想界面 き裂

上に分布 すべ きx,y方 向の体積力対 の密度 は次式 と

な る.

図2 (a) につ い て

(2)

図2 (b) に つ いて

(3)

ここ に,σ0,τ0は 遠 方 の引 張 応 力 とせ ん断 応 力,ε と κ

は次 式 で定 義 され る.

平面応力

平面ひずみ

(4)

そこで,本 論文 では以下のように仮定 する.

(5)

(a) (b)

Fig. 1 Problem configuration

Fig. 2 Fundamental densities for two dimensional

 problems
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こ こにwi(ξ,η)は 次 式 で定 義 され る.

(6・a)

(6・b)

(6・c)

こ こで 重 み関 数,Fx (ξ,η),Fy (ξ,η),F2 (ξ,η)は 連 続

性 等 を考慮 した多 項 式 を用 い る.一 例 と してFx (ξ,η)

は以 下 の よ うに表 され る.

(7)

4. 解析結果および考察

4・1 境界条件の満た し方 と無次元化応 力拡大係数

の定義 以上の理論 に基づいて,計 算 プログラムを

作成 し,式(7)の 多項式の次数m, nを 変化 させ て形

状比a/b-1, 2, 4, 8,材 料 のバ イマテ リアル定数 ε=

(a) σz/σ∞z〓0

(b) τyz/σ∞z〓0

(c) τyz/σ∞z〓0

Fig. 3 Compliance of boundary condition for a/b=1,ε=0.02
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(a) Dimensionless stress intensity factor F1 for a/b = 8 aty=b

(b) Dimensionless stress intensity factor F11 for alb=8 at y=b

(c) Dimensionless stress intensity factor F111x103 for alb = 8 at y=b (v1=v2=0.3)

0～0.1に つ いて数値計 算 を行 った.本 解析結果 とし

て,き 裂前縁の滑 らかな応力拡大係数 の分布が得 られ

る.結 果 として得 られた応力拡大係数 κI,κII,κIIIを

まとめ るのに,無 限板中長 さ2bの 二次元界面 き裂の

応力 拡 大係 数 σ∞√πbで無 次元 化 した値 で あ るFI, 

FII, FIIIを用い る.こ こで,境 界条件 を考慮 する点 と

して,界 面 き裂 となるべ き境界 上 に想 定 した10×10

のメ ッシュの交点 を考 える.そ して,こ れ らの点で残

留す る応力が最小 となるよ うに最小二乗法 に よって,

多項式 の係数[式(7)の α0～al-1等]を 決定 する.

(8・a)

(8・b)

4・2 解 の 収 束 性 に つ い て 図3 (a)～(c)に 境

界 条 件 の満 足 度 をa/b-1,ε=0.02の 場 合 に つ い て示

Table 1 Convergence of stress intensity factor FI for ε=0, a/b=1 at y=b (collocation poirlt 20×20)

Table 2
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(a) Dimensionless stress intensity factor Fi for alb =1 at y = b

(b) Dimensionless stress intensity factor F1 for alb =1 at y = b

す.図3よ り,境 界上 に残 留 す る応力 σz/σ∞zとτyz/σ∞z

お よびτxz/σ∞zの値 は,nz=n-6で4.4×10-5以 下,m

=n=8で1 .5×10-6で あ る.こ の境界 条件 の満 足度

は,異 種 材料接合界面 と接す るき裂 の結果(22)よりも

良 く,無 限体 中の長 方形 き裂 の結果(23)と同程度 で あ

る.こ れ まで の経験 か ら,表 面 き裂 の問題(24)などで

は境界条件 の満足度が比較 的悪 い ことがわか ってい

る.界 面 き裂の問題で は応力 の振動特異性が生 じるな

ど精度低下 を招 く要因があ るが,二 重指数関数形積分

公式 を使 用するな ど数値計算上 の工夫 によってこの よ

うな精度が実現で きてい ると考 えられ る.表1に,材

料1と 材料2が 等 しい場合 の均質材 中の き裂 におい

て,無 次元化応力拡 大係数 を,a/b=1の 場合 に,過 去

の研究(22) (23)と比較 して示 す.本 研究結果の収束性 と

精度が良いこ とがわかる.

4・3 二 次 元界面 き裂 との比較 き裂 の形 状比

a/bを 大 きくした場合 には二次元界 面 き裂 の解 に一致

するはずで ある.表2にa/b=8の とき,多 項 式 の次

Table 3

Table 4 Comparison between the results of square and disk shaped interface cracks

Table 5 Dimensionless stress intensity factor Fl and FII for at the point (0,b)
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数m=n=8と して,式(8)で 定義 され るEI,EII,EIII

の値 を示 す.表2に 示 す よ うに,a/b=8の 結 果 は

lx/alく0.5の 範囲でa/b→ ∞ の二次元界 面 き裂 の厳密

解FI=1, EII=2ε,FIII=0に よ く一致 している.

4・4 長方形界面 き裂の応力拡大係数 一般 の形

状比 につい て多項 式の次数m=n=8と して,以 下 の

結果 を得た.表3はa/b=1の 正方形界面 き裂の き裂

前縁 に沿 った収束性 を示 す.バ イマ テ リアル定 数 ε

が0か ら0.1に 増加す るにつれてEは 減少す るがEII

は増加す る.円 板状界面 き裂 との比較 を表4に 示す.

ここで,正 方形界面 き裂のFI,FIIはx-0,y=±bの

値であ る.同 じ εの値 に対 して正方形界 面 き裂 のFI

は常 に円形界面 き裂 のF1よ り大 きく,逆 に正 方形界

面 き裂 のFIIは 円形界面 き裂 のFIIよ り小 さい.表5

は形状比a/b=1, 2, 4, 8と 変化 させ た ときの長 方形

界 面 き裂FI,FIIを ま とめた もので あ る.さ き に報

告(20)した ように,長 方形界面 き裂のFI,FIIの 値 は ε

のみによって決 まる.EIIIの 値は小 さ く最大 で もFI×

10-2以 下 である.

5. 結 言

本論文では体積力法 の特異積分方程式を精度良 く数

値解析する ことによって長方形界面 き裂 の応力拡大係

数 を考察 した.結 論 をまとめる と以下のようになる.

(1) 未知関数である体積力密度 を基本密度関数 と

多項式で近似す ることによって,界 面 き裂 固有 の振動

特異性 を厳密 に考慮 して解析 した.

(2) 得 られた結果 はき裂前縁 に沿って滑 らかな応

力拡大係数の分布 を与 えるほか良好な収束性 を示す.

多項式の次 数nz=n=8で 残留する応力は10『5以下で

ある(図3).

(3) 界 面 き裂 の形 状 比a/b-8の 結 果 は|x/a|≦

0.5の 範 囲でa/b=∞ の二 次元界面 き裂 の厳密解 と3

けた程度 まで一致す る(表3).

(4) き裂 の形状比a/bと バ イマ テ リアル定 数 ε

を変化 させて応力拡大係数 の結果 を表 にま とめた(表

3～5).
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