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In this paper, a mixed mode interfacial crack in three dimensional bimaterials is analyzed by 

singular integral equations on the basis of the body force method. In the numerical analysis, 

unknown body force densities are approximated by the products of the fundamental density functions 

and power series, where the fundamental density functions are chosen to express a two-dimensional 

interface crack exactly. The results show that the present method yields smooth variations of mixed 

mode stress intensity factors of a rectangular interface crack along the crack front accurately. The 

effect of crack shape on the stress intensity factor for 3D interface cracks is also discussed on the 

basis of present solution. Then, it is found that the stress intensity factors Ki and Km are always 

insensitive to the shear modulus ratio, and almost determined by Poisson's ratio alone. Distributions 

of stress intensity factors are indicated in tables and figures with varying the rectangular shape and 

Poisson's ratio.
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1.　 緒 言

最近,軽 量化 と高機能 化 を目的 として複合材料 が広

分野で使 用され るようにな り,そ の強 度評 価が重要な

問題 となっている.多 くの界面を有す る複合材料の破

壊 は,界 面 に生 じた き裂 の伝 ぱに支配 され ることが多

い.し か し界面 き裂問題 では,変 位の振動現象 と応力

の振動特異性が解析を困難 な もの としているた め,こ

れまで得 られた厳密な解析結果はあま り多 くない.三

次元界面 き裂 に関 しては円形界面 き裂(1)～(5)やだ円形

界面 き裂(6)や有限体 中の き裂(7)などい くつか の解 析

はなされている ものの,そ の多 くは特定の材料の組合

せに対す る数値計算である場合 がほ とん どであ り,任

意 の材料の組合せ に対 して応力拡大係数が閉 じた形で

与 えられ ている もの は円形界面 き裂(7)と深 い環状 界

面 き裂(8)に関する もののみであ る.著 者 ら(9)は,異種

材料接合界面 に接す る軸対称 き裂 がねじ りと引張 りを

受ける問題 を,体 積力法の特異積分方程式で表現 し解

析を行 っている.ま た,体 積力法 の特異積分方程式 の

未知関数 を基本密度関数 と多項式で近似す る方法を用

いて(9)～(11),均質 材中の三次元 き裂先端 の精 度の高 い

滑 らかな応力拡大係数の分布 を求めたほか,異 種接合

面 上 の界 面 き裂 が 引 張 り を受 け る問 題 を取 扱 っ

た(12) (13).

三次元界面 き裂問題 を特異積分方程式 として表現 す

るこ とは,陳 ・野 田 ・湯 ら(14)によって行 わ れてい る

が,こ の場合 に も,変 位の振動現象 と応力の振動特異

性がその厳密な解析 を困難 にしている.そ こで,本 研

究で は,そ の特異積分方程式 を,せ ん断荷重下 におい

て振動特異1生を考慮 して厳密 に解析する方法 を考察す

るため,ま ず長方形界面 き裂 問題 について応力拡大係

数の解析 を行 う.解 析方法 として は,体 積力 法の未知

関数を基本密度関数 と多項式 の積で近似 する方法 を用

い る.本 解析法は,界 面 き裂先端近傍 で生 じる変位 の

振動現 象を厳密に評価 した解析が可能であ り,応力拡

大係数が連立方程式 の解か ら直接決定 される とい う特

徴 をもってい る.

2.　解 析 方 法

図1の ようにx,y平 面 を接合界面 とす る無 限体 中

の界面 き裂 を考 える.こ こで,μ1,μ2は,そ れ ぞれ上
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下 材 料 の横 弾 性 係 数,ν1,ν2は 上 下 材 料 の ボ ア ソ ン比 で あ る.こ の よ う な三 次 元 界 面 き裂 の 問 題 に関 して 陳 ・野

田 ・湯 ら(14)ら に よ って体 積 力 法 の考 え方 に基 づ く特 異積 分 方 程 式(1・a)～(1・e)が 導 かれ て い る.

(1・a)

(1・b)

(1・c)

(1・d)

(1・e)

ここで,Δui(x,y)はi方 向の き裂 上下面 の変位差

であ り,〓 は発散鮒 の有限部分 を表す.本 論文 では

図1 (b)に 示す ように界面上 に寸 法2a×2bの 長方形

界面き裂が存在し,せん断応力τ∞yz=1 (σ∞z=0,τ∞zx=0)

を受 ける場 合 を解析 の対 象 とす る.こ の問題 に対 し

(a)

(b)

て,未 知関数であるΔuiを 精度 良 く求 めるため,本 論

文 では以下のようにお く.

(2)

こ こにWi(ξ,η)は 次 式 で 定義 され る.

(3)

こ こ でWx(ξ,η),ωy(ξ,η),ωz(ξ,η)は 基 本 密 度 関

数 と呼ばれ,界 面 き裂 固有の振動特異1生を表現す る関

数で ある.接 合無限体中の 灘xy平面上 にあ る二次元界

面 き裂(a/b→0,a/b→ ∞ に相当)が遠方 で,τ∞yz姦が作 用

した ときの応力場 を厳密 に表現する体積力密度や き裂

開口変位 を考慮 して,式(3)を 用いる(12).

式(3)で バイマ テ リアル定 数 εとκは次 式で定 義

され る.

こ こで 重 み 関 数, Fx(ξ,η), Fy(ξ,η), Fz(ξ,η)は 連

続性 を考 慮 し た多 項 式 を用 い る.具 体 的 に は ξ,η に

つ いてm,n次 まで の 以下 の よ うな表 現 を用 い る.

Fig. 1 Problem configuration
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(4)

式(4)よ り式(5)が 得 られ,結 局 問題 は式(4)で 示 され る多項 式Fx(ξ,η), Fy(ξ,η), Fz(ξ,η)の3/個の係数αi,

βi,γiを未知数 とす る連立一次方程式 を解 くことに帰する.こ れ らの未知数 は,界 面 き裂 とな る仮想境界上で残留

す る応力が最小 となるように最小二乗法によって決定す る.

(5)

3.　解 析 結 果 お よ び 考 察

3・1　無次元化応力拡大係数の定義2章 までの理論 に基づいて,計 算 プログラムを作成 し,多 項式の次数のパ

ラメータm,nを 変化させて き裂 の形状比a/b=1, 2, 4, 8に ついて数値計算を行 った.本 解析結果か ら,き 裂前縁

の滑 らか な応力拡大係数の分布が得 られ る.以 下 では次式で定義 され る無次元化応 力拡大係数EI, FIIを 用い て,

結果 を示 す.こ れは,長 さ2bの 二次元界面 き裂の応力拡大係数KI+iKII=(σ∞z+iτ∞yz) (1+2iε)√πbと比較す るこ と

に相当する.

(6・a)

(6・b)

3・2　境 界 条 件 の満 た し方 と解 の収 束 性 　形 状 比

a/b=1,μ2/μ1=2,ボ ア ソ ン 比ν1=ν2=0.3の き裂 に

つ いて,近 似 す る式(4)の 多 項 式 の 次 数 を変 化 させ た

とき の辺y=bの 応 力 拡 大 係 数FII, FI, FIIIの 収 束 性

を表1に 示 す.表1の 場 合 で は有 効 数 字3け た程 度収

束 し て い る.こ こで,境 界 条 件 を満 足 さ せ るた め,残

留 す る応力 が 最 小 とな る よ う に αi,βi,γiを 最 小 二乗

法 に よっ て決 定 した.そ の際,き 裂 とな るべ き境 界 上

に想 定 した10×10の メ ッシ ュ の交 点 で の応 力 が最 小

とな る よ うに した.境 界 条 件 の満 足 度 を図2に 示 す.

図2に 示 す よ う に 境 界 条 件 σz/τ∞yz=0,τyz/τ∞yz+1=0,

τzx/τ∞yz=0は, n=8で5.2×10-5以 下 で満 足 され る.

3・3　二 次 元 界 面 き 裂 と の 比 較 き 裂 の 形 状 比

a/bを 大 き く した場 合 に は二 次 元 界 面 き裂 の 解 に一 致

す る は ず で あ る.表2にa/b-8の と き,多 項 式 の 次

数m=n=8と して,式(6)で 定 義 され るFI, FIIの 値

を示 す.表2の よ う な 検 討 に よ っ て,a/b=8の 結 果

は|x/a|〓0.5の 範 囲 でa/b→ ∞ の 二 次 元 界 面 き裂 の

厳密 解FI=2ε, FII=1に よ く一致 す る こ とが わ か った.

3・4　バイマテ リアル定 数 εが一定の場合の応力拡

大係数 について さきの研究(12)において,三 次元

界面 き裂の引張問題で は応力拡大係数 はバイマテ リア

ル定数 εのみ に依 存す る こ とを明 らか にした.表3

に ε=0.02と 固定 し,ボ アソン比 と剛性比 を変 えた と

きの結果 を示す.表3に 示 すようにせん断荷重下 では

応力拡大係数 は εのみでは決 まらない ことが わかる.

3・5　ボア ソン比一定の ときの剛性比 μ2/μ1の応力

拡大係数への影響 一般 の形状比 について多項式 の

次数m=n=8,選 点数10×10と して,以 下 の結果 を

得 た.ボ ア ソ ン比ν1=ν2=0.3と 固 定 して,剛 性 比

18



せん断荷重下における異種接合半無限体中の界面き裂の応力拡大係数の解析 771

(a) σz/τ∞yz (b) (τyz/τ∞yz)+1 (c) τzx/τ∞yz

μ2/μ1を変 化 させ た 場 合 の無 次 元 化 応 力 拡 大 係 数FII,

FIII, FIを 表4～7,お よ び 図3に 示 す.こ れ ら の 図表

に示 す よ う に, FII, FIIIの 値 は,剛 性比 μ2/μ1の変化 に

あ ま り依 存 しな い こ とが わ か る.一 方,FIは,x=a

で は正,x=-aで は負 で あ るが, FIの 値 は 剛 性 比 に

よっ て大 き く変化 す る.図4に μ2/μ1=2,ν1=ν2=0.3

を固定 して,形 状比a/bを 変化 させ た場合 の応力分布

を示す.a/bが 大 き くな るにつれ て二次元界面 き裂の

解FII=1, FI=2ε に近づ くことがわか る.

3・6 剛性 比一定 の ときのボ アソン比 の応力拡 大係

数 への影 響 形 状比a/b=1,剛 性比 μ2/μ1=2の と

き,ボ アソン比 を変化させた場合 の無次元化応力拡大

Table 1 Convergence of dimensionless stress intensity factor at y=b for, μ2/μ1=2, a/b=1,ν1=ν2=0 .3

Table 2 Dimensionless stress intensity factor FII and FI for a/b=8 at(0,b)

Table 3 Dimensionless stress intensity factor for a/b=1,ε=0.02 at y=b

Fig.2 Compliance of boundary condition whenμ2/μ1=2, a/b=1,ν1=ν2=0.3, n=8
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係 数FII, FIII, FIを 表8に 示 す.表8に 示 す よ う に,

これ らの値 はボ ア ソ ン比 の変 化 にい ず れ も依 存 して変

化 す る こ とが わ か る.FIIの 最 小 値 とFIIIの 最 大 値 は,

ν1=ν2=0の と き 現 れ る.ν1→0.5,ν2→0.5の と き,

FIIは 最 大 値 とな り, FIIIは 最 小 値 と な る.FIの 値 に

関 して は,ε が 増 加 す る と と も に単 調 に増 加 す る傾 向

が 認 め られ る.図5は,μ2/μ1=2の と きの 応 力 拡 大係

数 の分 布 の例 を示 す.FIIとFIIIは ボ ア ソ ン比 の組 合

Table 4 Dimensionless stress intensity factor at y=bfor a/b=1,ν1=ν2=0.3

Table 5 Dimensionless stress intensity factor at y=bfor a/b=2,ν1=ν2=0.3

Table 6 Dimensionless stress intensity factor at y=bfor a/b=4 ,ν1=ν2=0.3
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(a) FII (b) FIII (c) FI

(a) FII (b) FIII (c) FI

(a) FII (b) FIII (c) FI

Table 7 Dimensionless stress intensity factor at y=bfor a/b=8, ν1=ν2=0.3

Fig.3 Variations of dimensionless stress intensity factor for a/b=1, ν1=ν2=0.3

Fig.4 Variations of dimensionless stress intensity factor forμ2/μ1=2, ν1=ν2=0.3, 2ε=0.0608

Fig.5 Variations of dimensionless stress intensity factor for a/b=1, μ2/μ1=2
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せ でその値が支配 されるのに対 してFIは εによって

支配 されている.

4.　 結 言

本研究では,せ ん断荷重下 における長方形界面 き裂

の問題(図1)を,体 積力法 の特異積分方程式で表現 し,

未知関数 を基本密度関数 と多項式の積で近似 する方法

を用 いて考察 した.

(1)　 未知 関数である体積力密度 を基本密度関数 と

多項式の積 で近似す る方法を適 用 した結果,良 好な収

束性(表1)と 境界条件 の満足度(図2)が 得 られ た.ま

た,本 解析 結果 はa/b=8で 二 次元界面 き裂 の厳 密解

とよ く一致する.

(2)•@ Fii, Fin は剛性比 に不敏感 であ り,狭 い範囲

に整 理 され る こ とが わ か る.こ られ の値 は主 と して き

裂 形 状 とボ ア ソン比 の み に よっ て決 まる こ とが,数 値

解 析 に よ っ て 明 ら か と な っ た[表4～7,図3,4,

5(a),(b)].

(3)　 剛 性 比 が 一 定 の と き, FIの 値 は εの 増 加 と

と も に増 加 す る.一 方, FIIとFIIIは εで は な くボ ア

ソ ン比 の 組 合 せ に よ っ て 大 小 が 決 ま り,ν1→0.5,

ν2→0.5の とき, FIIは 最 大 値 とな り, FIIIは 最 小 値 と

な る[表8,図5(c)].
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