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1 緒　　　　　言

一般に繊維強化複合材料においては，母材に作用する
応力は，界面を通じて繊維に伝達されなければならない．
しかし，母材と繊維の弾性特性が大きく異なるために，
繊維端において応力集中が発生し，これが原因となって
繊維端での破損や，界面のはく離を招き全体的な破壊へ
と至ることが多い．このような問題を解析的側面から強
度評価を行なうため，陳・西谷は 1個の 2次元長方形介
在物を有する無限板が遠方で一様な引張荷重を受ける問
題を体積力法によって解析し，その端部角部の特異応力
場の強さを考察した．1), 2)また，繊維の形状を 3次元とし
て取り扱った研究として，笠野らの有限円柱状剛体介在
物の解析 3)や，長谷川らの半球状の端部をもつ円柱状介
在物の解析，4)著者らの円柱状介在物端部における特異応
力場の強さの解析 5), 6)がなされている．
しかし，実際の繊維強化複合材料では，繊維端部と繊

維側面では表面処理の状態が異なることが予想される．
その原因として，次の 2つが挙げられる．

(1) 強化繊維は連続的な巻取り工程で表面に界面処
理剤が塗布されるが，樹脂に複合する際にはある長さに
切断されるため，その切断面は界面処理剤が未塗布の状
態となる．

(2) 混錬や射出成形過程において，溶融時に作用する
せん断力により繊維が破断するため，その破断面は界面
処理剤が未塗布の状態となる．
結局，繊維の切断面，破断面には界面処理剤が塗布さ
れていないために容易に Fig. 1に示すようにはく離が生
じる．このような状況下では，はく離が生じた際の角部
A（Fig. 1 (b)参照）における特異応力場の強さを表す一
般化応力拡大係数の解析を行なう必要がある．
そこで本論文では，Fig. 1に示されるような z軸方向
引張りを受ける無限体中にはく離の生じた円柱状繊維が
埋め込まれているモデルを考察する．なお，実際の強化繊
維端部に長さ hのずれが生じる場合，Fig. 2 (a)に示すよ
うに繊維の側面には，ある範囲ですべりはく離が生じてい
ると考えられるが，本研究ではこれを Fig. 2 (b)に示すよ
うに近似的に長さ Lの範囲が完全接着状態にあるとして
モデル化する．すなわち，はく離長さ hには強化繊維側
面のはく離損傷を含むものと仮定する．本解析では，角
部 Aに生じる応力特異性に注目しているので，Fig. 2に
示すような近似の影響は小さいと考えられる．また実際
の複合材料では多数個の繊維の影響を考慮する必要があ
るが，ここではまず最も基本的な 1本の繊維を考える．
そして，繊維端特異応力場に及ぼす繊維のアスペクト比
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や繊維と母材の介在物の剛性比などの影響について 2次
元長方形介在物とも比較して検討を行なう．
解析には著書らがこれまでこの種の問題に高精度の結

果を与えることを確認している体積力法の特異積分方程
式の未知関数を基本密度関数と多項式の積で近似する方
法を用いる．

2 解　析　方　法

Fig. 1に示すようなはく離部分を有する円柱状介在物
を含む無限体が遠方で σ Z

∞を受けた場合の解析方法を述
べる．ここでは円柱状介在物はく離部分の端部近傍の境
界条件の満たし方を中心に説明する．ここで母材と介在
物のそれぞれの横弾性定数，ポアソン比を GM，ν M，お
よび，GI，ν Iとする．また，rA，sAは角部 Aからの半径
方向および軸方向への距離であり，rB，sBは角部 Bから
の半径方向への距離である．この問題は重ね合わせの原
理に基づく体積力法の考え方により，無限体中の 1円周
上に集中力の輪が作用するときの任意の点の応力場 7)と
変位場 8)の解を用いて求めることができる．このとき，問
題は母材と同じ弾性定数をもつ無限体Mならびに介在物
と同じ弾性定数をもつ無限体 Iに分布させた体積力密度
を未知関数とする特異積分方程式 (1)，(2)で表される．こ
こで式 (1)は，注目点が Fig. 1に示す領域 R1にある場合
であり，式 (2)は，注目点が Fig. 1に示す領域 R2にある
場合である（領域 R1，R2，R3の説明は Fig. 1 (c)参照）．

(1)

(2)

ここで，FnM，FtMならび FnI，FtIには無限体Mおよび無
限体 Iに分布させた法線方向および接線方向の体積力密
度である．いま，Fig. 1の円柱状空かとなるべき領域の
境界上の変位と表面力を (uM, νM)，(σnM, τntM) とし，円
柱状介材物となるべき領域の境界上の変位と表面力を
(uI, ν I)，(σnI, τntI) とするとき，式 (1)は母材境界上 R1の
境界条件式 (σnM = 0, τntM = 0)，式 (2)は介在物境界上 R2

の境界条件 (σnI = 0, τntI = 0) に相当する．紙面の都合で省
略しているが母材と介在物の接合界面 R3上で境界条件
σM = σI，τM = τI，uM = uI，νM = ν Iも同時に考慮する．な
お式 (1)，(2)右辺の σ nM

∞  (s)等は無限体Mの円柱状空か
および無限体 Iの円柱状介在物となるべき仮想境界上に
生じる遠方荷重による応力である．また hnn

FtM (rA, sA)等
の hij

kは無限体Mの円柱状空か仮想境界上の点 rAに n方
向または t方向の単位大きさの集中力が作用するとき，
円柱状空かとなる仮想境界上の任意の選点 SAに生じる
応力および変位である．
以下では，角部 A近傍の離散化数値解析を中心に説明
する．未知関数である FnM，FtM，FnI，FtI等を基本密度
関数 rA

λ1−1，rA
λ2−1等と重み関数 WnI

I (rA)等で近似する．
rA

λ1−1，rA
λ2−1は円柱状空かにおける端部 Aでの特異応力

場を表現するための基本密度関数であり，λ1，λ2は幾何
条件と材料条件より得られる特性方程式の根 1)である．
本問題では，λ1 = 0.5445，λ2 = 0.9085である．また，添
字Ⅰ，Ⅱは，角部 Aの二等分線（Fig. 3参照）に対して
対称形および逆対称形の体積力を作用させることを意味
する．このような混合モードの応力場を表現するため，
端部での上下の仮想境界上に分布させるべき法線方向
（n方向）と接線方向（t方向）の体積力に対し端部角部
の二等分線に対して，対称形（モードⅠ）と逆対称形
（モードⅡ）の二種類の分布形式を採用する [Fig. 3 (a)
および (b)].

＊野田尚昭，長尾優樹，飯間智史，高瀬　康＊788

Fig. 2   Definition of debonded length h from (a) Real
fiber vs. (b) Model.

Fig. 1   Cylindrical inclusion in an infinite body.
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(3)

(4)

Fig. 1 (c)で介在物端部となる仮想境界 z = L/2には体
積力 Fn

I，Fn
IIとして z方向の集中力の輪 7), 8)を連続的に

分布させる．また介在物側面と成るべき仮想境界 r =
D/2には Fn

I，Fn
IIとして半径方向の集中力の輪 7), 8)を連

続的に作用させる．体積力 Ft
I，Ft

IIについてはそれぞれ
Fn

I，Fn
IIとなる異なる向きの集中力の輪を使用する．

式 (3)に含まれる基本密度関数 rA
λ1−1，rA

λ2−1は端部先端
近傍についてのみ体積力密度の分布を精度よく表現する
ため，円柱状介在物となる境界の端部と側面ならびには
く離部分を，Fig. 4に示すような基本区間に分け，各基
本区間について体積力密度を式 (4)のような級数で表現
する．5)端部 A近傍以外の境界条件を満足させる方法も，
上述した方法とほぼ同様であるが，体積力の分布を対称
形と逆対称形の種類に分ける必要のない点が異なる．以
上のような離散化手法により，境界上に適当に選んだ点
での境界条件より式 (4)の係数 an～ hn等を決定すれば，
特異積分方程式 (1)，(2)等の解が得られる．そして，介
在物の端部に関して定義された一般化応力拡大係数 KI,λ1，
K II ,λ2は端部先端での重み関数の値 Wt

I(0)，Wn
I(0)，

Wt
II(0)，Wn

II(0)から求められる．
3 解析結果および考察

Fig. 1 に示す無限体中にはく離の生じた円柱状介在物
を有する問題において，アスペクト比 L/D，介在物の剛
性比 GI/GM，はく離部の長さ h/Dを系統的に変えて角
部 Aの一般化応力拡大係数 KI,λ1，KII,λ2の解析を行った．
これら KI,λ1，KII,λ2を用いれば Fig. 1 (b)に示す角部 Aの
二等分線上の応力 σ r|θ =0, τ r|θ =0は以下のように表される．9)

(5)
まず本法の解析精度について検討を行う．はく離端部の
一般化応力拡大係数は，KI,λ1についてはWnM

I (0)，WtM
I (0)

より，KII,λ2についてはWnM
II (0)，WtM

II (0)からそれぞれ求
められる．t方向と n方向の重みより求められる KI,λ1，
KII,λ2の値は，数値解析の誤差を除けば 3けた程度一致す
るので，ここでは平均値を示した．例として Fig. 1にお
いて νI = νM = 0.3の条件下で，L/D = 30，GI/GM = 60の
場合と，L/D = 30，GI/GM = 10−5の場合において，はく
離端部 Aについて式 (6)で定義される FI,λ1，FII,λ2の収束
状況を Table 1，2に示す．

(6)

Table 1, 2は，境界をFig. 3に示すような 17個のユニッ
トに分割した際の各ユニットの選点数Mを変化させて示
しており，良好な収束性を示している．また Table 1, 2
に示す以外の形状，剛性比でも検討した結果，本解析法
ではM = 5程度で t方向と n方向の重みより，得られた
KI,λ1，KII,λ2の値が有効数字 3けたまで一致しており，良
好な収束性が確認された．以下では，このようにして得

†はく離の生じた強化繊維における角部の一般化応力拡大係数について† 789

Fig. 3   Symmetric (a) and skew-symmetric (b)
distributious of body forces (Fn

I, Fn
II ∝ rA

λ1−1, Fn
II,

Ft
II ∝ rA

λ2−1, rA : distance from corner A).

Fig. 4   Boundary division.
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られたはく離の生じた円柱状介在物端部の一般化応力拡
大係数を，介在物の剛性比とアスペクト比，はく離部の
長さを系統的に変化させて正確に計算した．

Table 3, 4, 5は，アスペクト比を L/D = 10，30，100
とし，はく離長さ h/D = 0.50～ 4.00，剛性比 GI/GM =

10−5～ 105と変化させたときの一般化応力拡大係数の値
を示したものである．これらの表に示すように介在物の
アスペクト比の影響は極小さい．L/D = 30のとき，はく
離長さ h/Dと無次元化応力拡大係数 FI,λ1，FII,λ2の関係
を Fig. 5に示す．FI,λ1，FII,λ2の値は，はく離長さ h/D

＊野田尚昭，長尾優樹，飯間智史，高瀬　康＊790

Table 1   Convergence of FI,λ1, FII,λ2 at the corner A
(νI = νM = 0.3, L/D = 30, GI/GM = 60)．

Table 2   Convergence of FI,λ1, FII,λ2 at the corner A
(νI = νM = 0.3, L/D = 30, GI/GM = 10−5)．

Table 3    FI,λ1 and FII,λ2 for debonded cylindrical inclusion at the corner A (νI = νM = 0.3, L/D = 10).

Table 4    FI,λ1 and FII,λ2 for debonded cylindrical inclusion at the corner A (νI = νM = 0.3, L/D = 30).

Table 5    FI,λ1 and FII,λ2 for debonded cylindrical inclusion at the corner A (νI = νM = 0.3, L/D = 100).
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が小さくなるにつれて増加する．また，その値は剛性比
が大きいほど大きい．なお，はく離長さ h/Dが増加する
と，FI,λ1，FII,λ2は剛性比の値に関わらず，一定の値に収
束する．また，はく離部と同じ長さの円柱状空かと比較
すると，常に小さい値を示す．
以上をまとめると，Fig. 6 (a)に示すようにはく離長さ

が十分長いとき (h/D ≥ 2)，はく離の生じた円柱状介在
物端部の無次元化応力拡大係数は，繊維の剛性比 GI/GM

に関わらず，ほぼ一定の値となる (Fig. 5)．この値は長さ
hおよび長さ (2h + L) の円柱状空かの結果に等しい（ここ
で，Lは繊維長さ，hははく離長さ）．一方，Fig. 6 (b)に
示すようにはく離長さが短いとき (h/D ≤ 2)，はく離の生
じた円柱状介在物端部の無次元化応力拡大係数は，繊維

の剛性比 GI/GMに依存して大きくなる (Fig. 5)．その値
は長さ hの円柱状空かの結果より小さく，長さ (2h + L)
の円柱状空かの結果より大きい（Fig. 6 (b)参照）．
参考のため，長方形介在物端部にはく離が生じたモデ
ルの結果（平面ひずみ）を Table 6と Fig. 7に示す．こ
れらは長方形介在物の長さ L/D = 30のときの，円柱状介
在物と同様に定義される無次元化応力拡大係数 FI,λ1，
FII,λ2の値である．はく離長さが十分長いとき FI,λ1，FII,λ2

はほぼ一定になり，繊維の剛性比 GI/GMの影響は小さく
なる．一方，長方形介在物のはく離が短いとき h/D ≤ 5
の FI,λ1，FII,λ2に注目すると，円柱状介在物と円柱状空か
の間にみられる関係 (Fig. 6 (b)，(c)) は FII,λ2に関してはほ
ぼ成立しているものの，FI,λ1に関しては成立していない．

†はく離の生じた強化繊維における角部の一般化応力拡大係数について† 791

Fig. 5   FI,λ1 and FII,λ2 at the corner of a debonded cylindrical inclusion (νI = νM = 0.3, L/D = 30, GI/GM = 60)．

Fig. 6   Generalized stress intensity factors for debonded fiber ends.

11617  08.7.28 0:57 PM  ページ 791



なお，Fig. 5や Fig. 7ではく離長さが短い場合に角部
Aで FI,λ1，FII,λ2が増加する理由として角部 Aでの特異応
力場とはく離が生じる部分 B（Fig. 2参照）の特異応力
場の干渉が考えられる．一般に，干渉効果は 3次元問題
より 2次元問題が大きいので，Fig. 7では，はく離長さ
が短い場合の影響が顕著に表れている．

4 結　　　　　言

本研究では体積力法の特異積分方程式を利用して無限
体中に存在する，はく離の生じた円柱状介在物の応力拡
大係数 KI,λ1，KII,λ2を，介在物の剛性率 GI/GM，アスペ
クト比 L/D，はく離長さ h/Dを変化させて厳密に解析
した．
得られた結果を図表にまとめたほか以下のような結論
が得られた．

(1) はく離長さが十分長いとき (h/D ≥ 2)，はく離の
生じた円柱状介在物端部の無次元化応力拡大係数は，繊

維の剛性比に関わらず，ほぼ一定の値となる（Fig. 5）．
この値は，長さ hおよび長さ (2h + L) の円柱状空かの結
果に等しい．

(2) はく離長さが短いとき（h/D ≤ 2），はく離の生
じた円柱状介在物端部の無次元化応力拡大係数は，はく
離長さ h/Dが小さくなるにつれて増加する．また，その
値は繊維の剛性比 GI/GMに依存して大きくなる (Fig. 5)．
その値は長さ hの円柱状空かの結果より小さく，長さ
(2h + L) の円柱状空かの結果より大きい（Fig. 6 (b)参照）．

(3) はく離の生じた強化繊維の無次元化応力拡大係数
ははく離長さ h/Dと剛性比 GI/GMによって決まり，強
化繊維の長さ L/Dには依存しない．
本研究のまとめには大学院生の山口恭輔君の助力を得
た．また出光興産安藤誠人氏には種々の御助言を賜わっ
た．記して謝意を表する．

＊野田尚昭，長尾優樹，飯間智史，高瀬　康＊792

Table 6    FI,λ1 and FII,λ2 for debonded rectangular inclusion at the corner A (plane strain νI = νM = 0.3, L/D = 30).

Fig. 7   FI,λ1 and FII,λ2 and at the corner of a debonded rectangular inclusion (plane strain, νI = νM = 0.3, L/D = 30,
GI/GM = 60)．
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