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1 緒　　　　　言

界面き裂の応力拡大係数として最もよく知られてい
るのは，接合無限板中の界面き裂が内圧 σを受ける場合
(Fig. 1 (a))の結果であり，次式により表される．

(1)

(2)

内圧の解は界面で x方向のひずみが等しい (εx1 = εx2)
ように遠方で σ y

∞ = σ，および σ x1
∞，σ x2

∞を作用させる場
合の結果と等しい．1), 2)そのため，Fig. 1 (a)，(b)の結果
は等しくないので，著者らは先に Fig. 1 (b)の接合無限
板中の界面き裂の一軸引張問題を任意の材料組合せに対
して解析した．2)Fig. 1 (c)に示すようにこの場合の FIは，
α，βに依存して変化する．しかし，接合有限板中の界
面き裂に関しては任意の材料組合せに対してまだ議論が
なされていない．き裂の相対長さによって材料組合せの
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crack length. For a central interface crack, the relationship between the dimensionless stress intensity factors FI, FII

and relative crack length a/W are obtained under arbitrary material combinations. It is found that FI has the maximum
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Fig. 1   Infinite bonded plate subjected to (a) internal
pressure and (b) remote uniaxial tensile stress (c)
FI for Fig. 1 (a) (b).
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影響は異なると考えられるが，このような研究は見当た
らない．
そこで本研究では，有限要素法解析により得られるき

裂先端の節点の値を用いて，基準解との比をとることに
より応力拡大係数を決定する方法 3)を利用する．
本論文で取上げる問題を Fig. 2に示す．Fig. 2 (a)では

x = (1 + 2n)W（nは整数）で ux = 0，τ xy = 0である σx ≠ 0
がであるのに対し，Fig. 2 (b)では x = ±Wで，σx = 0，τ xy =

0となる．なお，Fig. 2 (a)では x = (1 + 2n)Wで ux = 0と
なる応力 σxが生じることから a/W→ 0で Fig. 1 (a)と一
致する．一方，Fig. 2 (b)では a/W→ 0で Fig. 1 (b)と一
致することに注意する必要がある．Fig. 2 (a)，(b)の 2
つの問題の応力拡大係数 KI，KIIに及ぼすき裂長さの影
響を任意の材料組合せに対して明らかにする．

2 き裂先端の要素の値を用いる界面き裂の解析法

本研究で用いる解析方法は，有限要素法によって得ら
れるき裂先端近傍の応力ないし変位の解析結果をそのま
ま利用し，基準解との比をとることにより応力拡大係数
を決定する手法である．4)例えば，均質材中のモードⅠの
き裂先端近傍 (θ = 0) では，き裂先端近傍で式 (3)

(3)
のように表される．有限要素法解析の誤差は主としてき
裂先端近傍のメッシュに依存するので，2つの異なる問
題をき裂先端近傍で同じメッシュを用いて解析すれば，
それらの KIを σ yを用いて評価できる．すなわち，r = 一
定の位置に注目すると，次式が成立する．

(4)

したがって，き裂先端からの距離 rが等しい位置では，2
つの異なる問題 Aと Bについて次式が成り立つ．

(5)

ここで，左辺は応力拡大係数の厳密解が分かっている基
準問題 Aの値であり（∗印），右辺は応力拡大係数の未
知な問題 Bの値である．有限要素法によるき裂先端の節
点の値と式 (5)の関係を用いて，西谷らは均質材中のき
裂の問題を精度良く解析した．4), 5)

最近，小田らは西谷らの方法を界面き裂の応力拡大係
数の解析に拡張することに成功した．3)異種接合材の界面
き裂先端の応力場は，均質材中のき裂のそれとは異なり
振動応力特異性を有する．すなわち接合界面上の応力を

σ y，τ xyとすると，界面き裂の応力拡大係数は次式で定義
される．

(6)

式 (6)より分かるように，界面の応力成分と応力拡大係
数は均質材中のき裂と異なり完全にモード分離すること
ができない．このため，き裂先端の要素の値から応力拡
大係数を決定するためには以下に示すような工夫が必要
である．すなわち，式 (6)より，

(7)

(8)

(9)
であるので，上式より，r = 一定の位置で，次の条件が

(10)

2つの問題で満足されれば，振動項が同じになることが分
かる．したがって，基準問題と未知の問題において，r =

一定の位置で，式 (10)が満たされる場合，式 (7)，(8)よ
り次式が成立する．

(11)

基準問題 A の界面き裂先端節点の応力値を σy0,FEM
∗，

τ xy0,FEM
∗，応力拡大係数が未知の問題 Bのそれを σy0,FEM，

τ xy0,FEMと表記する．FEM解析値を利用して，式 (10)は
次のように示される．

(12)

界面き裂先端応力場の相似条件［式 (11)］より

(13)

KI
∗，KII

∗は，Fig. 3の厳密解であり，式 (14)で与えられる．

(14)

基準問題 (Fig. 3) として，引張応力 Tとせん断応力 Sが作
用する接合無限板の界面き裂の解を選択する．式 (11)

†任意の材料組合せに対する界面き裂の応力拡大係数（き裂の相対長さの影響）† 901

Fig. 2   (a) Periodic interface cracks in an infinite
bonded plate and (b) a central interface crack in a
bonded plate.

Fig. 3   Reference problem (εx1 = εx2 at y = 0).

12083-(p.900-907)  10.11.26 12:50  ページ 901



＊野田尚昭，張　　玉，高石謙太郎，蘭　　　欣＊902

の条件を満たすためには，基準問題 (Fig. 3) において，
(T, S) = (1, 0)および (T, S) = (0, 1)とした場合の応力値を
それぞれ， ， および， ，

とすれば，

(15)

T = 1として式 (15)を式 (12)に代入すれば，

(16)

結局 T = 1と式 (16)で表されるが作用する Fig. 3の問
題を基準問題として考える．この厳密解は知られている
ので，解析したい問題と同じメッシュで解析して誤差を評
価できる．以下では式 (1)で定義される無次元化応力拡大
係数 FI，FIIを用いて結果を示す．また，α，βは式 (17)
で定義されるDundursの複合材料パラメーターである．

(17)

3 無限周期界面き裂の応力拡大係数

まず無限周期界面き裂 Fig. 2 (a)を任意の材料組合せで
検討する．この問題は内圧を受ける接合無限板 (Fig. 1 (a))
と同様にバイマテリアル定数 εのみによって応力拡大係
数が決まる．εと βには以下のような関係がある．

(18)

すなわち，無限周期界面き裂の FI
(a)は εまたは βならび

にき裂の相対長さ a/Wの関数となる．
はじめに，Fig. 2 (a)で，G1 = G2，ν 1 = ν 2の均質材の場
合を計算する．このとき厳密解は以下が知られている．6)

(19)

Table 1は均質材のき裂の FI
(a)を示している．Table 1の

FI
(a)は前節で説明した解析法を用いて計算した結果であ
る．式 (19)より算出した値 FI

(a)の厳密解と本研究の値
FI

(a)は，誤差 0.4%以下で一致することがわかる．Table 1
には石田の解 6)とその近似式 (20)7)も示している．

(20)

式 (19)と式 (20)の 2つを比べると，き裂が大きいときで
約 2割ほど Fig. 2 (b)のほうが大きいことがわかる．

Fig. 4 (a)はを変化させたときの FI
(a)と εの関係を示し

ている．Fig. 4 (a)より a/Wが一定で εが増加すると，
FI

(a)がわずかに増加することがわかる．a/Wが大きくな
るにつれて，その増加の割合は大きくなる．Fig. 4 (b)
は，a/Wを変化させたときの FII

(a)と εの関係を示してい
る．FI

(a)と同様に，a/Wが一定で εが増加すると，FII
(a)

も増加することがわかる．a/Wが大きくなるにつれて，
その増加の割合は大きくなる．

Fig. 5に均質材の厳密解との比 FI
(a)/FIhomo

(a) を示す．
Fig. 5より，a/Wが小さいときは FI

(a)/FIhomo
(a) は 1に近

く，a/Wが大きいときは FI
(a)/FIhomo

(a) は数 %増加する．
4 接合有限板中の界面き裂の応力拡大係数

Fig. 2 (b)の a/Wを 0から 0.9まで変化させて材料組
合せと，き裂の相対長さが応力拡大係数に及ぼす影響を
考察する．Fig. 2 (b)の問題で，上下の 2種類の材料を
逆にするとき，式 (17)より，α，βの値がマイナスにな
る．即ち，α→−α，β→−βとなる．この場合の応力拡大
係数は FI→ FI，FII→−FIIとなるので Fig. 2 (b)では α > 0
の範囲の結果を示す（Fig. 6参照）．なお，Fig. 6の破線
の範囲の材料組合せに対して，現在使用している有限要
素法コードで計算を実行することができない．よって，こ
の範囲の結果は計算可能な範囲（実線）から外そうして
破線 (Fig. 7～ Fig. 14) で示す．

Fig. 7 (a)～ Fig. 14 (a)に Fig. 2 (b)の応力拡大係数
FI

(b)の結果を石田の均質材の解 6)(Table 1) との比 FI
(b)/

FIhomo
(b)   で示す．ここでは材料組合せの全範囲で調べた最大
値 FImax

(b) と最小値 FImin
(b) とともに βを固定して示して

いる．Fig. 7 (b)～ Fig. 14 (b)は FII
(b)の値を直接示す．こ

こでも材料組合せの全範囲で調べた最大値 FII,maxと最小
値 FII,minとともに βを固定して示している．a/W→ 0で
FII→ 0であるが FII

(b)の絶対値は a/Wの増加とともに単
調に増加する．

Fig. 7に示す β = −0.2の場合，FI
(b)/FIhomo

(b)  の値は 1.017～
0.976で狭い範囲に分布しており，かつその値，FI

(b)，FII
(b)

は材料組合せを種々に変えた場合の最大値 FImax
(b) ，FIImax

(b) に
それぞれ近い．また，Fig. 8の β = −0.1の場合には，β =

−0.2のときと似ていて FI
(b)/FIhomo

(b) は 1.004～ 0.909の狭
い範囲に分布し，その値は最大値に近いところで分布し
ている．

Table 1   The results of homogeneous plates.
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Fig. 4   The relationship between (a) FI
(a) vs. ε (b) FI

(
I
a)

vs. ε with different a/W in Fig. 2 (a).

Fig. 5   The relationship between FI
(a)/FIhomo

(a) vs. a/W in
Fig. 2 (a).

Fig. 6   The map of α and β .

Fig. 7   (a) FI
(b)/FIhomo

(b) vs. a/W and (b) FII
(b) vs. a/W when β = −0.2.
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Fig. 8   (a) FI
(b)/FIhomo

(b) vs. a/W and (b) FII
(b) vs. a/W when β = −0.1.

Fig. 9   (a) FI
(b)/FIhomo

(b) vs. a/W and (b) FII
(b) vs. a/W when β = 0.

Fig. 10   (a) FI
(b)/FIhomo

(b) vs. a/W and (b) FII
(b) vs. a/W when β = 0.1.
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Fig. 11   (a) FI
(b)/FIhomo

(b) vs. a/W and (b) FII
(b) vs. a/W when β = 0.2.

Fig. 12   (a) FI
(b)/FIhomo

(b) vs. a/W and (b) FII
(b) vs. a/W when β = 0.3.

Fig. 13   (a) FI
(b)/FIhomo

(b) vs. a/W and (b) FII
(b) vs. a/W when β = 0.4.
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一方，Fig. 9の β = 0の場合では FI
(b)/FIhomo

(b)  は 1.000～
0.751の広い範囲で分布しており αに大きく依存する．α

が小さいときは 1付近に分布しており，αが大きくなる
につれて小さくなり α = 1で a/Wの全ての領域で最小の
値 FImin

(b) を与える．一方，FIIは αが大きくなるにつれて
大きくなりき裂が大きいほど大きい幅で変化し，α = 1
のときき裂が極端に大きい場合を除き最大の値 FIImax

(b) を
与える．

Fig. 10の β = 0.1と Fig. 11の β = 0.2では FI
(b)/FIhomo

(b)    は
β = 0のときと似ているが β = 0のときよりやや狭い範囲
で分布している．一方，FII

(b)は正の値と負の値を示す領
域が生じており，αが大きいときは正の値で，αが小さ
いときは負の値を示すようになる．

Fig. 12の β = 0.3の場合ではα = 0.2のときに全てのき裂

の長さに対して最大の値 FImax
(b) を与える．一方，FIIは α =

0.2のときに最小の値 FIImin
(b)  を与える．

Fig. 13は β = 0.4と Fig. 14の β = 0.45の場合で，き裂
が大きくなるにつれてしだいに減少する．一方 FII

(b)はほ
とんどの範囲で負の値を示す．

FI
(b)/FIhomo

(b)     は a/W ≤ 0.9の範囲で 0.751 < FI
(b)/FIhomo

(b)    
<

1.036，1よりやや小さい狭い範囲で分布している．
Fig. 7 (b)～ Fig. 14 (b)に示している FII

(b)は a/Wの増
加に対して単調に増加する．しかし，FI

(b)/FIhomo
(b)   はそれ

ほど変化していない．この原因は縦軸に FI
(b)と FIhomo

(b)    の
比を表示しているためである．例として，Fig. 7 (a) Fig. 8
(a)の FI

(b)/FIhomo
(b)    を FI

(b)に変えた場合を Fig. 15と Fig. 16
に示す．こららの図に示すように FI

(b)も a/Wの増加に対
して単調に増加する．

＊野田尚昭，張　　玉，高石謙太郎，蘭　　　欣＊906

Fig. 14   (a) FI
(b)/FIhomo

(b) vs. a/W and (b) FII
(b) vs. a/W when β = 0.45.

Fig. 15   FI
(b) 

vs. a/W when β = −0.2. Fig. 16   FI
(b) 

vs. a/W when β = −0.1.
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5 無限周期界面き裂と中央界面き裂の比較

Fig. 2 (a)と Fig. 2 (b)の結果の比較をするために，Fig. 17
に β = 0の場合の Fig. 2 (a)の結果を FI

(a)/FIhomo
(b)    として重

ねて示す．同様に，Fig. 18に β = 0.4の場合の結果を示
す．無限周期界面き裂の場合，FI

(a)/FIhomo
(b)   はき裂が大き

いときを除き FI
(b)/FIhomo

(b)   の範囲の中に分布している．β

を固定し比較すると, 無限周期界面き裂は，き裂が小さ
いときは接合有限板中の界面き裂の αが小さいときと近
い値を示し，き裂が大きくなるにつれて αが大きいとき
と近い値を示すことがわかった．

6 結　　　　　言

本研究では有限要素法解析によるき裂先端節点におけ
る応力値を用いて，基準解との比をとることにより応力
拡大係数を決定する解析法を界面き裂問題に適用して，
その応力拡大係数を考察した．

(1) Fig. 2 (a)の接合板中の無限周期界面き裂におけ
る材料組合せとき裂の相対長さが応力拡大係数に与える
影響を考察した．εが大きくなると FI

(a)，FII
(a)ともに増加

する (Fig. 4, Table 1)．
(2) Fig. 2 (b)の接合板中の界面き裂における材料組

合せとき裂の相対長さが応力拡大係数に与える影響を考
察した．均質材の結果との比 FI

(b)/FIhomo
(b)    は，a/W ≤ 0.9の

範囲で，0.751 < FI
(b)/FIhomo

(b)     
< 1.036と，多くの場合 1よ

りやや小さい狭い範囲で分布している．
FI

(b)は常に，α = 0.2，β = 0.3で最大となり，α = 1.0，β =

0で最小となる．FII
(b)はき裂が極端に大きいときを除き，

常に，α = 1.0，β = 0で最大 α = 0.2，β = 0.3で最小となる．
(3) βを固定して無限周期界面き裂と接合有限板中の

界面き裂を比較した結果，無限周期界面き裂は，き裂が
小さいときは接合有限板中の界面き裂の αが小さいとき
と近い値を示し，き裂が大きくなるにつれて αが大きい
ときと近い値を示すことがわかった (Fig. 17, 18)．
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Fig. 17   Comparison between the results in Fig. 2 (a)
and Fig. 2 (b) when  β = 0.

Fig. 18   Comparison between the results in Fig. 2 (a)
and Fig. 2 (b) when  β = 0.4.
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